Mathématiques en MP* d’apres un cours au lycée Louis-le-Grand

CHAPITRE 11.5 —

Compacité

Dans ce chapitre, on considere X un espace metrique muni d’une distance d.

I Valeurs d’adhérence

,—[Proposition I. 1.} \

Soit (2, )nen une suite a valeurs dans X et a € X. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
1. Ve>0, VN €N, In> N, z, € B(a,¢)
2. Pour tout € > 0, 'ensemble des indices n tels que d(z,,a) < € est infini.

3. Il existe une extractrice ¢ tell que x,(,) @

Lorsque ces propriétés sont vérifiées, on dit que a est une valeur d’adhérence de (x .
) n)neN

\. J

Preuve

- (1) =(2)
La proposition (1) implique que pour tout € > 0, 'ensemble des indices n € N telle que d(a,z,) < €
est non borné. Il est donc infini.

- (2)= ()
Construisons par récurrence une extractrice ¢ qui vérifie pour tout n € N, d(a, zym)) < #1 Pour
n = 0, 'ensemble Ay = {n € N, d(a,x,) < 1} est infini donc non vide. On pose alors ¢(0) = m
avec m € A.
Soit n € N, supposons que ¢(0),¢(1),...,¢(n) sont correctement définis.
L’ensemble A, = {k € N, d(a,zy) < #2} est infini. On dispose donc de r € A,, tel que pour tout
i € [1;n], r > ¢(i). On pose alors p(n + 1) = r, ce qui donne bien d(a, Zym1)) <

- 3)=1(1)
Soit € > 0 et N € N. x4, W donc il existe n' > N tel que x,) € B(a,¢), il suffit alors de

_1
n+2"°

voir que n = @(n') vérifie la propriété voulue.

Notation : pour toute suite (z,,) € XV, on note Adh((x,)nen) 'ensemble des valeurs d’adhérence de
(x,,). Pour simplifier, et lorsqu’il n'y a pas ambiguité, on notera Adh((x,)nen) comme Adh(z,).

Proposition I.2.}

Pour toute suite (z,) € XN, on a Adh(z,) = () {zs, n > p}.
peN

Preuve Posons pour tout p € N, A, = {z,,, n > p}
— (C) Soit a € Adh(z,). On a alors pour tout p € N, pour tout ¢ > 0 il existe n > p tel que
x, € B(a,e),ie. A,NB(a,e) # D .

On peut alors affirmer que pour tout p € N, a € A,, i.e. a € ﬂ A,.
peEN

— (D) Soit a € ﬂ A,. Soit e >0 et N € N. a € Ay, donc pour tout € > 0, il existe n > N tel que
peEN

x, € B(a,¢), i.e. a € Adh(z,,).
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II Définitions et propriétés structurelles

~ Définition T1.1.] \

L’espace metrique (X, d) est dit compact lorsque toute siute a aleurs dans X admet une valeur

d’adhérence dans A.
Une partie A de X est dite compacte si elle I'est pour la distance induite.

\.

Exemples
— Pour tout a,b € R tel que a < b, [a, b] est une partie compacte de R.

— R n’est pas compact pour la distance induite par la valeur absolue. En effet, si on considere la suite
(Un)nen définie par Vn € N, u,, = n, on peut voir que toute extractrice de u,, tend vers 'infini et
donc (u,,) n’admet pas de valeur d’adhérence.

— R est compact pour la distance d : (x,y) — |arctan(x) — arctan(y)| (avec arctan(+oco) = 7 et
arctan(—oo) = —7).
,—[Proposition II.2.} \

1. Si A est une partie compacte de X, alors A est fermée et bornée.

2. Soit Y une partie de X et A une partie de Y. Si Y est compact, alors

A est compact <= A est fermé

\.

Preuve
1. Soit A une partie compacte de X.

— Montrons que A est fermé.
Soit a € A. Par définition, il existe une suite (a,) € AN qui converge vers A. A est compact,
il existe donc une extractrice ¢ telle que (a,(n)) converge vers b € A. Par unicité de la limite,
onaa=>b¢c Aet finalement A=A, ie. A est fermé.

— Montrons que A est borné.
Si A est non borné, alors par définition il existe une suite (a,) € AN et a € A tel que
d(a,ay,) —+> +00. Aucune suite extraite ne peut alors converger car pour toute extractice
n—-+0o0o

petx €A dx,aum)) > da,aym)) — d(z,a) o oo
2. (=) Le sens de gauche a droite est une simple conséquence de la propriété précédente.

(<) Supposons que A est fermé. Soit (a,) € AN. Y est compact, il existe donc une extractrice ¢ et
un élément x de Y tel que a, ) o A étant fermé, on a nécessairement x € A et donc
n [o.¢]

A est compact.

III Produit d’espaces compacts

Proposition 111.1.]

Soit p € N* et Xy,..., X, des compacts munis des distances dy, ..., d,. L’espace produit
X1 X ---x X, est compact.
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Preuve : Procédons par récurrence.

— Le cas p =1 est évident.

— Soit p € N*. Supposons que p vérifie la propriété voulue. Soit Xi,..., X411 p+ 1 compacts et soit
(xn)neN = ((xl,na s 7xp+1,n))n€N-
L’espace produit X; x --- x X, étant compact par hypothese, il existe une extractrice ¢ telle que
(Yon)) = (T1,0(n)s - - - s Tpo(n) Jnen converge vers (ai,...,a,) € Xy x -+ x X,. X1 est compact, il
existe donc une extractrice ¢ telle que la suite (Zp41,pop(n) Jnen converge vers ap; € Xpiy.
On a alors
A(Tpoyp(ny, (@1 -+ -5 apy1)) = Juax di (%5 pop () A1)
< d(ytpow(n)7 (CL17 s 7ap)) + dp+1 (merl,Wm/)(”)’ a“P""l) m 0
La suite (Zpoy(n))nen converge donc bien vers (aq, ..., ap41) € X1 X -+ x X4,

L’espace X; x --- x X,y est donc bien compact.

Proposition III.2.]

Soit n € N* et A une partie de R™ munie de ||.||__. A est compact si et seulement si il est fermé
et borné.

Preuve
(=) Cette implication a déja été montrée auparavant.

(<) Supposons que A est fermée et bornée. A étant borné, il existe M > 0 tel que pour tout a € A,
lall, < M. On a alors A C [-M,M]". [-M, M] étant compact, [—M, M|" est un produit de
compacts de R, ¢’est donc un compact. A est fermé borné et est inclus dans un compact, il est donc
compact d’apres ce qui précéde.

Conséquence : par équivalence des normes en dimension finie, si on munit R” d’une norme quelconque
||, Péquivalence ci-dessus reste vraie.

Attention : cette équivalence est fausse en dimension infinie en général. En effet, pour le voir, il suffit
de considérer ’exemple suivant.
On considere 'espace vectoriel normé E = C([0, 27|, R) muni de la norme ||.||, définie par

ver Il - ([ erar)’

On considere la suite a la valeurs dans E (f,)neny = (x — sin(nz))nen.
On a pour tout n € N,
£l = [ sinntyae = [TLZ0E) o
0 0 2
Donc (f,) est une suite a valeurs dans By(0,7) qui est une partie fermée bornée de E. et pour tout
n,m € N tels que m # m,

1fo — full® = /0 " (sin(nt) — sin(mt))?dt = /0 " sin(nt)? + sin(mt)? — 2sin(nt) sin(mt)dt = 27

on en déduit que pour toute extractrice ¢ et tout n € N,
peut pas converger.
En résumé, on a trouvé une suite (f,,) a valeurs dans un fermé borné dont aucune suite extraite ne
converge, donc By(0,7) est fermé borné mais n’est pas compact.
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~ Définition I11.3. | \

Soit (up)nen une suite a valeurs dans X. On dit que (u,,) est de Cauchy si

Ve >0, AN €N, Vn > N, Vm > N, d(up,up) < €

\. J

Remarque : toute suite convergente est de Cauchy. Montrons ce résultat. Soit ¢ > 0 si (u,) € X" est
convergente vers une limite u € X, il suffit de prendre N € N assez grand pour qu’on ait pour tout
n > N, d(un,u) < 5. On a alors pour tout n,m > N, d(un, Up,) < d(tn, u) + d(tp,, u) < €.

Attention : la réciproque est fausse. En effet, si on consideére I'espace vectoriel normé R[X] muni de
I.Il;, et la suite (B,) € R[X]Y définie par

n

VneN, P,(X)=>_

k=0

1 k
?X

Montrons que cette suite de Cauchy. Soit € > 0, on a pour tout m,n € N, si n > m, alors

o1 R | 1
HPn_PmHl: Z 27§ Z ?:27771

k=m+1 k=m-+1
I1 existe donc N € N assez grand tel que pour tout n,m > N, 55 < ¢ et alors || P, — P,,||, < ¢, donc (P,)
est de Cauchy.
En revanche, cette suite n’est pas convergente. En effet, pour tout polynéme @) de degré m, pour tout

n>m,
1 1

k=m+1

(P,) ne peut donc pas converger vers () et alors (P,) n’est pas convergente.
Définition II1.4. |

On dit que X est complet lorsque toute suite a valeurs dans X de Cauchy converge.

IV  Suites dans un compact

Proposition IV.1.}

Si X est compact, alors il est complet.

Preuve : supposons que X est compact. Soit (u,) € X" une suite de Cauchy. Soit ¢ une extractrice et
u € X tels que uy() ﬁ u. Soit € > 0 et N € N tel que pour tout m,n > N d(un,u,) < 5. Soit
n—-—+0o0

N'" € N tel pour tout n > N’ d(uypy,u) < 5. On a alors
Vn > max(N, N'), d(un,u) < d(tun, tpn)) + d(Upm), u) < €
(uy) est bien convergente et donc X est complet.

Remarque : la preuve ci-dessus nous dévoile un résultat utile : peu importe 'espace X, une suite
(u,) € XY de Cauchy qui admet une valeur d’adhérence est convergente. Plus généralement, une suite
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de Cauchy admet au plus une seule valeur d’adhérence.

Attention : la réciproque de ce résultat est fausse. En effet, R est complet mais n’est pas compact.
Montrons ce résultat. Si (u,) € RY est de Cauchy, alors il existe N € N tel que pour tous m,n > N,
|y, — um| < €. En prenant € = 1, on voit que pour tout n > N, |u, —uy| < 1. On en déduit donc
immédiatement que (u,) est bornée par max(|ug|, |ui|,...,|unx—1|,|ux|) + 1. On peut donc appliquer
Bolzano-Weierstrass pour affirmer que (u,,) admet une valeur d’adhérence. (u,,) est une suite de Cauchy
qui admet une valeur d’adhérence, elle est donc convergente et donc R est complet.

\.

,—[Proposition IV.Z.J \

On suppose que X est compact. Soit (u,) € X~. On a alors

(un) converge <= (u,) admet au plus une valeur d’adhérence

Preuve

(=) Cette implication ne présente pas de difficulté et est laissée comme exercice au lecteur.

(<) Par compacité de X, (u,) admet au moins une valeur d’adhérence, donc (u,) admet exactement

\.

r—[Exercice IV.3.} N

une valeur d’adhérence qu’on note u. Supposons que (u,) ne converge pas vers u. Il existe donc
e >0 tel que A, ={n € N, d(u,,u) > e} est infini. On considere alors ¢ une extractrice telle que
©(N) C A.. Par construction, on a pour tout n € N, d(ugy@m),u) > €. Mais (uy(m)) est a valeurs

dans le compact X, donc il existe z € X et ¢ une extractrice telle que Ugoy(n) —+> x, mais
n——+0oo

£ < d(Ugpop(n), ) — d(z,u), donc x # u. On a trouvé une valeur d’adhérence de (u,,) différente

de u ce qui est absurde.

Soit d € N* et (u,,) € (RN vérifiant les propriétés suivantes.
1. (uy,) est bornée.
2. (uy) posseéde un nombre fini de valeurs d’adhérences.

S Unrl Un U
n—-+o00o

Montrer que (u,,) est convergente.

\

r—[Exercice IV.4.] \

Supposons que X est compact. Soit (u,) une suite a valeurs dans X. Montrer que

d(up, Adh(u,)) —— 0

p——+o00

r—[Exercice IV.S.} N

Supposons que X est compact. Soit f € C(X, X) et (u,) une suite définie par

ug € X
Vn € Na Unpt+1 = f(un)

On pose A = Adh(u,). Montrer que f(A) = A.

CPGE

paradise 5/16


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

Mathématiques en MP* d’apres un cours au lycée Louis-le-Grand

r—[Exercice IV.G.J N

Soit Y un espace metrique muni d'une distance §. On pose pour tout f € YX,
I'y={(z,f(z)),zre X} C X XY

1. Montrer que pour tout f € C(X,Y), I'y est fermé dans X x Y.
2. Donner un exemple de X,Y et f vérifiant f discontinue et I'y fermé.

3. On suppose que Y est compact. Montrer que si I'y est fermé, alors f est continue.

V  Uniforme continuité

Théoréme (Heine) V. 1.}

Soit Y un espace metrique muni d’une distance § et f € C(X,Y). Si X est compact, alors f
est uniformément continue.

Preuve : commencons par écrire la définition de I'uniforme continuité de f

Ve >0, In>0Ve,y € X, d(z,y) <n=40(f(x), fly)) <e
Supposons que la négation de cette proposion est vraie, i.e.

Je>0,Vn>03r,y € X, dlz,y) <netd(f(z),f(y) >e

Il existe donc un certain € > 0 pour lequel il existe deux suites (z,,) et (y,) & valeurs dans X vérifiant

vn e N, d(zn,yn) < et 0(f(xn), [(yn)) = €

n+1

X étant compact, il existe une extractrice ¢ telle que (z,(,)) est convergente. De méme, il existe une
extractrice ¢ telle que (Yuop(n)) soit convergente. Or, on a pour tout n € N

1
< >0
pot(n)+1 notoo

AT poy(n)» Ypors(n))

(Zpop(n)) €t (Ypop(n)) ont donc la méme limite. On a alors par continuité de f

e < (5<f(xgpow(n)>7 f(ylpow(”))) —0

n—-+o0o

ce qui est absurde. On en déduit donc que f est uniformément continue.

r—[Exercice V.2.] \
| 2 0,1] —R
Soit f € C([0,1]* R), montrer que ¢ : . Sl[tpl]f(x’y) est continue.
ye b
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V1 Optimisation sur un compact

,—[Proposition VI.1.} \

Soit Y un espace metrique muni d’une distance ¢ et f € C(X,Y).
1. Si X est compact, alors f(X) est compact.
2. Si X #0etY =R, alors f est bornée et atteint ses bornes.

\. J

Preuve

1. Soit (Y, )nen une suite & valeurs dans f(X). Il existe une suite (z,,) € X" telle que pour tout n € N,
f(xn) = y,. Comme X est compact, il existe une extractrice ¢ telle que (z4(,)) converge vers un
élément x de X. Par continuité de f, on a

Yotn) = f(Tp(m)) —— f(z) € f(X)

on en déduit donc que f(X) est compact.

2. D’apres le point précédent, f(X) est compact donc c’est un fermé borné, cet ensemble contient
alors sa borne supérieure et sa borne inférieure car c’est les limites de suites a valeurs dans f(X).
On en déduit qu’il exsite a,b € X tel que f(a) = sup f(X) et f(b) = inf f(X). f est donc bornée

et atteint ses bornes.

Corollaire VI.2.]

Si X est compact, F' fermé dans X et f € C(X,Y), alors f(F) est fermé dans Y.

Preuve : F est un fermé dans un compact, c¢’est donc un compact et alors f(F') est compact et finalement
c’est un fermé dans Y.

r—[Exercice VI.3.} \

On suppose que X est compact. Soit f € C(X,Y) bijective. Montrer que f~! est continue.

\ J

r—[Exercice VI.4.] \

Soit f,g € C([0,1],[0,1]) tels que fog = go f. Montrer qu’il existe a € [0, 1] tel que f(a) = g(a).

r—[Exercice VI.S.J \

Soit E un espace vectoriel normé muni d’une norme ||.||. Soit A et B deux parties de E. On
pose

A+ B={a+Vb, (a,b) € Ax B}
dire lesquelles des propositions suivantes sont vraies.
1. Si A ou B est ouvert, alors A + B est ouvert.
2. Si A et B sont compacts, alors A + B est compact.
3. Si A est compact et B est fermé, alors A + B est fermé.
4. Si A et B sont fermés alors A + B est fermé.
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r—[Exercice VI.6.] N

On suppose que X est compact non vide. Soit f € XX. telle que

V(z,y) € X% v #y=d(f(z), f(y) < d(z,y)

1. Montrer que f admet un unique point fixe [.
Ug € X

2. Considérons la suite (u,) € X" définie par
Vn €N, U1 = f(uy)

Montrer que u,, — [.
n—-+o0o

VII Compléments

1. Recouvrement fini d’un compact

,-[Proposition VII.1.} .

On suppose que X est compact. Pour tout € > 0, il existe p € N* et a4, ..., a, tels que

p
U aka

k=1

Preuve : Supposons que
Je >0, Vp € N, Y(ay,...,a,) € X?, UBak, CX

Soit & > 0 vérifiant la propriété ci-dessus. Construisons la suite (a,)neny € XY de la maniére suivante :

n
On prend tout d’abord ag € X au hasard. Soit n € N tel que a,, est bien défini. A,, = X \ U B(ag,¢€) est
k=0
non vide, on peut donc prendre a,.; dans A,. Par contruction, on a pour tout n # m, d(a,,a.,) > € et

donc pour toute extractrice ¢, pour tout n € N, d(agm); Gpm+1)) = €. (apw)) ne peut donc pas converger
et alors X n’est pas compact ce qui est absurde.

r—(Exercice VII.2.} N

On suppose que X est compact.

1. Soit € > 0. Montrer qu’il existe N € N* tel que
Iy, ...,on) € XN, Vi # 5, d(zi, ;) > € (%)

et tel que toute famille de points yi,...,y, vérifiant la propriété (x) est de cardinal
inférieur a N (i.e. n < N).
2. Soit f: X — X une isométrie. Montrer que f est surjective.
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2. Fermés emboités
~ Proposition VIL3. ] .

On suppose que X est compact. Pour toute suite de fermés non vides décroissante pour l'in-
clusion (F,)neny € P(X)N, () F, # 2.

neN

\. J

Preuve : Soit (x,) une suite a valeurs dans X telle que pour tout n € N, x,, € F,, (cette suite existe car
tous les F,, sont non vides). La suite (F},) étant décroissante, on a pour tout n € N et tout i < n, x,, € F;.
X étant compact, il existe une extractrice ¢ telle que (x,(n)) converge vers un élément x de X. On a
alors pour tout p € N, la suite (2,(,)) est a valeurs dans F), a partir d'un certain rang donc z est limite

d’une suite & valeurs dans F,, i.e. z € F, = F,. On a donc pour tout p € N, z € F}, et alors z € (] F, et
neN

finalement ﬂ F, # @.

neN

r—[Corollaire VII.4.] \

On suppose que X est compact. Soit (f,) une suite de fonctions a valeurs dans C(X,R) et
f € C(X,R). Si pour tout x € X, la suite (f,,(x))nen est croissante et converge vers f(x), alors
(fn) converge uniformément vers f.

Preuve : Soit ¢ > 0. Posons pour tout n € N, F,, = {z € X, |f.(x) — f(z)| > €}. Remarquons tout
d’abord que pour tout n € N, F}, est I'image réciproque d’un fermé par une fonction continue, c¢’est donc
un fermé dans X. De plus, pour tout n € N, si z € F, 4, alors | f11(x) — f(z)| > e, 1e. f(z)—e > fri1(x)
mais fp1(z) > fu(z), donc f(z) —e > fu.(x) et finalement x € F,,. La suite (F,,) est donc décroissante.

— S'il existe n. € N tel que F,,, = @, alors pour tout n > n., F,, = & et alors
Vn > Ne, Va € X: |fn(x> - f<$>| <E.

— Sinon, toutes les hypotheses de la propriété précédente sont vérifiées, on peut donc affirmer que
() F. # 2. Soit z € (] F,. On a pour tout n € N, |f,(z) — f(z)| > &, donc (f,(z)) ne converge

neN neN

pas vers f(z) ce qui est absurde.
On peut donc affirmer 'existence de n. € N tel que pour tout n > n, et pour tout z € X,
|fu(z) — f(z)] < e, ie. (f,) converge uniformément vers f.

r—[Exercice VII.5.] \
+00 _
Montrer que [0, 1] muni de la distance d : ((z,), (Yn)) — Y 2 B Ui est compact.
k=0
r—[Exercice VII.6.] \

Soit Z z, une série complexe absolument convergente. On note

neA

K:{zE(C, JA € P(N), z:Zzn}

En utilisant I’exercice précédent, montrer que K est compact.
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Correction de ’exercice 1V.3. :

Nous allons montrer que (u,) est & valeurs dans un compact et admet au plus une valeur d’adhérence.
Une fois cela fait, on peut directement appliquer la propriété précédente pour affirmer que (u,) converge.
Posons A = {ay,...,a,} 'ensemble des valeurs d’adhérence de (u,) avec p € N* (on peut dire que p > 1

car (u,) est a valeurs dans un compact non vide)

Supposons que |A| > 1. Posons e =+ min  |la; — a;|| > 0. Pour tout i € [1;p], I'ensemble

3 jeltpli<i

p
C= {n eN, u, e X\ B(ai,e)} est fini et donc borné.

i=1

Soit N € N tel que pour tout n > N, n & C et ||up11 — u,|| < €. Soit ny > N tel que u,, € B(ay,¢),

ny > ny tel que u,, € B(ai,e) et k = max {l € [ny;ns], w € Blay,e)}.
On a par construction uy, € B(ay,€) et 3i # 1 upr1 € B(ai, ). On a donc

e — W] = [|ue — a1 + a1 — a; + a; — w1 ||
> |lar — aill = Jug — a1l = |Jugs1 — ail]

>3 —e—¢e=c¢

ce qui est absurde car kK > N, donc |A| < 1.

Considérons M un majorant de (||u,||). (uy) est & valeurs dans B;(0, M + 1) qui est un fermé borné dans

un R—espace vectoriel de dimension finie. C’est donc un compact, ce qui nous permet de conclure.

Correction de ’exercice IV .4. :

Posons pour tout p € N, ¢, = d(u,, Adh(u,,)). Supposons que (£,) ne tend pas vers 0. Soit § > 0 tel que
I'ensemble A = {p € N, ¢, > d} est infini et (u,) est & valeurs dans un compact, on peut donc considérer
une extractrice ¢ a valeurs dans A telle que (uy,(,)) converge vers un certain b € Adh(u,). Pour tout

p € N, d(uypy, Adh(u,)) > 6 et alors 6 < d(ug(y), D) — 0 ce qui est absurde.
p—r+o00

Correction de ’exercice IV.5. :
Montrons successivement les inclusions dans les deux sens.

— f(A)C A
Soit a € A. 1l existe une extractrice ¢ telle que u,,) —— a. On a alors
n——+0o

Upmy+1 = [(Upm)) — f(a). f(a) est donc une valeur d’adhérence de (u,), i.e. f(a) € A. On

n—-+00

conclut donc que f(A) C A.

— AC f(A)
On reprend les notations du point précédent.

On considere l'extractrice ¢’ : n —— @(n) — 1. Soit 1) une extractrice telle que (Uyop(n))n>1
converge vers un certain b € A. On a alors f(ugopm)) = f(Upopn)—1) = Ugopm). De plus, on
a f(Upopm)) — (D) et Ugpoyn) — On a donc finalement a = f(b) € f(A) et alors

AC f(A).

Correction de ’exercice IV.6. :

1. Soit (wy) = ((@n, f(2n)))nen une suite convergente a valeurs dans I'y. On pose (z,y) la limite de
cette suite. On a z, — donc f(z,) — f(x). Mais on a aussi f(z,) Y donc

(z,y) = (z, f(z)) € I'y. La limite de (w,,) est dans I'y ce qui nous permet d’affirmer que I'; est

fermeé.
CPGE
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2. Considérons la fonction f définie par

R— R
: Lgj 0
/ xr—>{x81x#

0 sinon

Posons ¢ : (x,y) — zy — 1. On a alors

Ly =g ({0}) U{(0,0)}

g1 ({0}) est I'image réciproque d’un fermé par une fonction continue, ¢’est donc un fermé. {(0,0)}
étant aussi un fermé, on en déduit que I'y est fermé dans X x Y.

3. Soit x € X. Soit (z,)nen une suite a valeurs dans X qui converge vers x. Considérons la suite
(wn)nen & valeurs dans I'y définie par (w,) = (2, f(2,))nen. Par hypothese, Y est compact, il
existe donc une extractrice ¢ tel que (f(zy()) converge dans Y et donc (we(n))nen converge dans
'y car c’est un fermé, i.e. il existe y € X tel que wy () — (y, f(y)). On a alors x, — Y et
f(@pm)) e f(y). Or zym) — T donc y = x et f(xym)) i f(z). On a donc montré

que (f(z,)) admet une unique valeur d’adhérence f(x) et est a valeurs dans le compact Y, et par
conséquence converge vers f(x). D’ou la continuité de f.

Correction de ’exercice V.2. :

Soit € [0,1] et € > 0. f est continue sur le compact [0,1]?, donc d’aprés le théoréme de Heine, f est
uniformément continue. On dispose donc de n > 0 tel que

V(@ y), (@ y) € 10,1 lI(z,y) — @)l <n=|f(z.y) — f&"y)] <e
Soit a’ tel que |x — 2’| < n, on a alors pour tout y € [0,1], ||(z,y) — (2, y)|| = |z — 2’| < n et donc

|f(z,y) — f(@' y)l <e
i.e.
f@y) —e < flzy) < fld',y) +e
En passant a la borne supérieure de chaque c6té de 'inégalité, on obtient

p(r') —e < p(x) < (@) +¢

B p(x) — p(a')| <&

d’ott la continuité de .

Correction de ’exercice VI1.3. :

— Meéthode 1 : Soit F' un fermé de X. X étant compact, on peut affirmer que F' est compact. f
est continue, donc f(F) est compact donc fermé. Or on a (f~1)"}(F) = f(F), donc (f~1)"1(F) est
fermé. La caractérisation des fonctions continues par image réciproque des fermés nous permet de
conclure.

— Méthode 2 : On va utiliser 'exercice IV.6. f est continue, donc I'f est fermé dans X x Y. On
considere ’application

. XxY —YxX
(N
(z,y)  +— (y,2)
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On a I'y-1 = i(I'y) et i envoie les fermés su des fermés (preuve laissée en exercice), donc I'j-1 est
fermé dans Y x X. X étant compact, I’exercice IV.6. nous donne que f~! est continue.

— Méthode 3 : Considérons (¥, ) une suite a valeurs dans Y qui converge vers b. On pose a = f~1(b)
et () = (f 7 (Yn))nen. Pour montrer que f~! est continue, il faut montrer que z,, — o
n——+0o0

() est a valeurs dans le compact X, on peut donc considérer a’ une valeur d’adhérence de (z,,). Il
existe une extractrice ¢ telle que x,,) ——— a’. On a par continuité de f, f(z,m)) —— f(d').
n—-+o0o n—-+00

Mais on a aussi f(Zym)) = Yn e b, donc f(a') =b,i.e. d = f71(b) = a. On a alors montré que

(x,, admet une unique valeur d’adhérence qui est a. (z,) étant a valeurs dans un compact, on peut

déduire que z, —+> a, d’ou le résultat voulu.
n——+0oo

Correction de ’exercice VI1.4. :
Posons A = {z € [0,1], g(x) = x}.
— A est non vide.
En effet, en considérant h = g — Id, on a h(0) = g(0) > 0 et h(1) = g(1) — 1 < 0. h étant continue,
le théoreme des valeurs intermédiaires nous permet d’affirmer qu'il existe a € [0, 1] tel que h(a) = 0,
i.e. g(a) = a. A est donc non vide

— A est fermé, car il est égal a h=1({0}), qui est 'image réciproque d'un fermé par une fonction
continue. A est une fermé inclus dans le compact [0,1], il est donc compact et admet alors un
minimum « = min A et un maximum § = max A tel que g(a) = a et g(8) = B. Or, f(g(a)) =
fla) =g(f(a)). f(a) est donc un point fixe de g, i.e. f(a) € A. De méme, on a f(5) € A.

Posons w = f—g. On a w(a) = f(a) —gla) = f(a)—a > 0 et w(B) = F(8)—g(8) = F(8)—F <0,
w étant continue, le théoreme des valeurs intermédiaires nous permet donc d’affirmer qu’il existe
a € [a, f] tel que w(a) =0, i.e. f(a) = g(a).

Correction de ’exercice VLI.5. :

1. Cette proposition est vraie.
Soit a € A, b € B, et ¢ > 0 tel que B(a,e) C A ou B(b,e) C B. Soit x € B(a+ b, ). On peut écrire
x comme r = a+ b+ u tel que ||ul]] <e. On a alors a4+ u € B(a,e) C Aoub+u € B(b,e), donc
x € A+ B et finalement B(a+b,e) C A+ B. On en déduit donc que A + B est ouvert.

2. Cette proposition est vraie.
Soit (wy,)nen une suite a valeurs dans A + B. On peut écrire (w,,) = (an + by)nen avec (a,) et (by,)
deux suites a valeurs respectivement dans A et B. A est compact, il existe donc une extractrice ¢
et a € A tel que ay(, m a. De méme B étant compact et (by(n)) étant a valeurs dans B, il

existe une extractrice 1 et b € B tel que byoy(n) T> b. On a alors ayop(n) + Dyoyp(n) T> a+ b,
d’ou la compacité de A + B.

3. Cette proposition est vraie.
Soit (¢p)nen = (an+by,) une suite a valeurs dans A+ B qui converge vers c. A étant compact, on peut

considérer une extractrice ¢ telle que a,(,) m a € A. On aalors byn) = Cp(n) —y(n) m c—a.

B est fermé et by, est a valeurs dans B, ce qui nous permet de dire que ¢ — a € B. On en déduit
quec= a +c—a€ A+ B, donc A+ B est fermé.

~ —~—

€A €B

4. Cette proposition est fausse.

En effet, il suffit de considérer le cas A = Z et B = /2Z. A+ B = 7Z + /27 est un sous groupe
de R, donc d’apres 'exercice VI.4. du chapitre 11.2, il est soit égal a aZ avec a € R ou alors il est
dense dans R. Le premier cas n’est pas possible (il est facile de montrer que cela implique que /2
est rationnel), donc Z + v/27Z est dense dans R. Pour résumer, on a

— A =7 fermé dans R.
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— B = /2Z fermé dans R.
— A+ B=27+V2Z=R+# A+ B, donc A + B n’est pas fermé dans R.

Correction de ’exercice VI.6. :
1. Existence et unicité du point fixe.

— Existence
On considere la fonction ¢ : v — d(z, f(x)).

o Montrons que ¢ est continue.
Soit z,y € X. On a

o(x) = ey)| < ld(z, f(2) — dly, f(@)| + 1d(y, f(z)) = d(y, [(y))|

< d(w,y) +d(f(z), f(y))
< 2d(z,y)

@ est lipschitzienne et donc continue.

o Montrons que ¢ atteint 0.
X est compact donc ¢ y atteint son minimum, i.e. il existe a € X tel que (1) = inﬁgp(x).
S

Supposons que [ # f(1), i.e. o(I) # 0.

On a alors
e(f(1) =d(f(), f(f(1)) < d(l, f(1)) = »(l)

ce qui est absurde par construction. On en déduit donc que ¢(I) = 0, i.e. f(I) =1 et donc
que f admet un point fixe.
— Unicité
Soit a et @’ deux points fixes de f qu’on suppose distines. On a d(a,a’) = d(f(a), f(d')) <
d(a,a’) ce qui est absurde, d’ou 'unicité du point fixe.
2. Considérons la suite (g,) = (d(tn, a))nen. On a pour tout n € N,

ent1 = d(unir,a) = d(f(un), f(a)) < d(un, a) = ey

(en) est donc décroissante minorée par 0, elle est alors convergente. Notons « sa limite.
— Si a =0, alors u, —+> [ ce qui est bien le résultat voulu.
n—-—+0oo

— Supposons que a > 0.
X étant compact, on peut considérer a une valeur d’adhérence de w,,. Soit ¢ une extractrice telle
que Up(n) ——— a@. Par continuité de u —— d(l, u), d(upm),!) — d(a,l), donc d(a,l) = a.
Or, tpmyt1 = f(Upm)) — f(a), donc f(a) est aussi une valeur d’adhérence de (u,). Par

un raisonnement similaire a ce qui précéde, f(a) étant une valeur d’adhérence de (u, ), on peut
affirmer que d(f(a),l) = a. On a alors

a=d(f(a),l) =d(f(a), f(1)) < d(a,]) = a

ce qui est absurde, donc a bien a = 0, d’ou le résultat voulu. La derniere inégalité provient du
fait que a # [ car f(a) = f(l) entrainerait a = 0 ce qui est faux par hypothese.

Correction de ’exercice VII.2. :

1. Posons A ={n €N, I(yi,...,yn) € X™ vérifiant (x)}. Il est facile de voir que 1 € A. En utilisant
la caractérisation d'un compact par recouvrement fini d’ouverts, on dispose de p € N* tel que

v n)

k=1
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Soit n > p et yi,...,y, € X" Par principe des tiroirs, il existe (k,i,j) € N*3, tel que i # j,
y; € B (ak, %) et y;, € B (ak, %) On a alors

2e
— < e

£
d(yi, y;) < d(yi, ax) + d(ay, y;) < 5 + 5=

€
3
A est donc une partie de N majorée par p, elle admet donc un maximum qu’on note N. N vérifie
bien la propriété voulue.

2. Rappel : f: X — X est une isométrie si V(z,y) € X2, d(f(z), f(y)) = d(z,y).
On pose N = max A et on consideére 1, . .., xy vérifiant (x). Posons pour tout i € [1; N, f(x;) = v;.
f étant une isométrie, on a pour tout i # j, d(y;,y;) > d(x;, x;) > €, i.e. yi,...,yn vérifie (x).

N
— Montrons que X = ] B(yx, ¢).

k=1
N N

Supposons que X \ U B(yx, ) # @. On dispose alors de z € X\ | J B(ys, €). Par contruction,
k=1 k=1

(y1,---,Yn, 2) est une famille de cardinal N + 1 qui vérifie (%) ce qui est absurde. On en déduit

N
donc qu'on a bien X = | J B(yy, ).
k=1

— Montrons finalement que f est surjective.

N
Ona {yi,...,yn} C f(X) et X = | J B(yx, ), donc pour tout z € X,
k=1

d(z, f(X)) < d(z{yr,...,yn}) <e¢

Cette ingalité est valable pour tout ¢, ce qui nous donne que pour tout z € X, d(z, f(X)) =0,
ie. z € f(X). X est compact et f est continue car c’est une isométrie, on a donc que f(X)
est compact, donc f(X) = f(X).

En résumé, on a que X C f(X) = f(X) ce qui nous donne que f(X) = X, i.e. f est surjective.

Correction de 1’exercice VII.5. :
Soit ((@kn)nen)ren une suite a valeurs dans [0, 1]V,
On va définir par récurrence une suite d’extractrices (¢, )nen €t une suite (x,)nen de la maniere suivante :

— o est une extractrice telle que xg,)0 o T € [0,1]. Cette extractrice existe car la suite
—+00
(2k,0)ken est & valeurs dans le compact [0, 1].

— Soit n € N, on suppose que ¢,, est bien définie, on définit alors ¢, ; comme une extractrice telle
que la suite Tygo...oppo0pmsy (k)nt1 o Tl € [0, 1]. Encore une fois, cette extractrice existe car la

suite (Zypgo-opn(k)nt1)ken €st & valeurs dans le compact [0, 1].

Considérons a présent 'application

‘ N —N
N w00

Montrons qu’il s’agit bien d’une extractrice. Pour cela, il faut montrer que ¢ est strictement croissante.
Soit I,k € N tel que [ < k. On a

(k) =pgo---opopio---op(k)
| ——
P

1) est une extractrice car ¢’est une composition d’extractrices, on a alors (k) > k > [. De plus pgo- - -0y,

CPGE

paradise 14/16


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

Mathématiques en MP* d’apres un cours au lycée Louis-le-Grand

est strictement croissante car ¢’est une composition de fonctions strictement croissantes, on a alors :

(k) =pgo---opoth(k)>pyo---op(k)>pyo---opl) =)

donc ¢ est bien une extractrice.

Montrons a présent que pour la distance d, on a (Zy(k)n)nen m (T )nen-

Soit € > 0. On a pour tout n € N, z,4), —— Ty, ie.
" k—+oo

VnENHKﬁeNVkZK@‘%WW—%Jge
Soit N € N tel que %N < ¢ et soit K = max{Kj,...,Ky}. On a pour tout k > K

= ’xw(k)m - xn‘

d((ﬂfw(k),n)nem (Tn)nen) = Z

n=0

On a donc trouvé une suite extraite de ((@x.,)nen)ren qui converge vers une suite (z,)nen dans [0, 1]V
pour la distance d, ce qui montre bien que [0, 1]N est compact pour cette distance.

Correction de ’exercice VII.6. :

On pose X. = {0,1}. Une preuve quasi-identique a celle de I'exercice précédent permet d’affirmer que
X, muni de la distance d vue dans cet exercice est compact.

Pour toute partie A de N, on considere la fonction

{1 six€e A
a2 — .
0 sinon
On considere également 'application
X, —K
i c-
. (En) — Z EnZn
n=0

Cette application est définie correctement et est surjective (pour la surjectivité, il suffit d’utiliser les suites
de la forme (g,,) = (14(n))nen)-

Si on montre que f est continue, alors f(X.) = K est compact car il s’agit de I'image d’'un compact par
une application continue. Montrons donc que f est continue.

Soit € > 0 et (£,)nen € X.. Pour tout n > 0 et (,,) € X, on a

d((en), () <n=VneN, |, — 7| < 2™

donc pour tout N € N, lorsque 1 < 5, on a pour tout n € [0; N], |e, — 7,| < 2"n < 1, i.e. €, = Y.
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On a alors pour tout (7,)neny et N € N,

dl(en) (m) < 5 = £ = H(GDI £ | 3 (6= < 3 Jal

o0
En prenant N € N tel que > |z] < &, on obtient

k=N+1

(), (1)) < e = (&) — F()[ < 2 |l < e

N
2 k=N+1

ce qui montre la continuité de f et par conséquent la compacité de K.

S x
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