Mathématiques en MP* d’apres un cours au lycée Louis-le-Grand

CHAPITRE 11.7 —
Espaces vectoriels normés de dimension finie

Dans tout ce chapitre, K est égal a R ou C. On considére E un K—espace vectoriel normé de dimension
finie n > 1 et on pose (eq, ..., e,) une base de cet espace.

I Equivalence des normes

Proposition 1. 1.}

Dans R", toutes les normes sont équivalentes.

Preuve : Soit N une norme sur R™. En posant (e1,...,&,) la base canonique de R™, on a pour tout
r=x161+ -+ Tre, € R,

n

N(x) — N(l'lgl + ... +$n€n Z ’xk‘ N €k <ZN €k ) ‘xHoo

n
Et on a en posant C = > N(g;) pour tout z,y € E
k=1

IN(z) = N(y)| < N(x—y) <Cllz -yl

N est donc lipschitzienne et alors continue pour |||

Posons S = {z € R", ||z||,, = 1}. S est fermé et borné dans un espace de dimension finie pour |.|,
¢’est donc un compact d’apres la proposition I1I1.2 du chapitre 11.5. N étant continue, elle est bornée sur
S et y atteint sa borne inférieure qu’on note «. Il existe alors y € S pour lequel pour tout x € E \ {0},

N< x >>N()—a>0

]l

et alors
allz|,, < N(z) <Oz,

On en déduit donc que tout norme N sur R" est équivalent a |||, et que donc par transitivité, toutes
les normes sur R™ sont équivalentes.

Corollaire I.Z.}

E étant isomorphe a R”, toutes les normes sur £ sont équivalentes.

Preuve : Soit ¢ : R" — F un isomorphisme et soit N; et Ny deux normes sur E. Sur R”, les deux
normes N7 o p et Ny o @ sont équivalentes. Il existe donc 5, > 0 tels que pour tout x

YNz (0(2)) < Ni(p(z)) < BN2(p(x))

Or ¢ étant surjective, pour tout y € F, il existe x € E tel que p(z) =y, on a donc pour tout y € F,

YN2(y) < Ni(y) < BNa2(y)
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N, et N, sont alors équivalentes.

II Suites et composantes

,—[Proposition II.1.} \

n
Soit (u,) € EN, on pose pour tout p € N, u, = Y u, ey et soit [|.|| une norme sur E. Les
k=1
propositions suivantes sont équivalentes.
1. (up,) converge pour |.||.
2. Vk € [L;n], p € K, upp — I
" n—+oo

n

Dans ce cas, on a u,, — Zlkek.
n—-+o0o el

n

Preuve : On pose pour tout z = Y zyey, N(z) = maX]] |zx]. N est une norme sur E équivalente a ||.||.

el ke[ln

On a alors

n
(1) <= (un) converge vers un certain [ = »_lze; pour |||
k=1

<= (u,) converge vers un certain [ pour N

— Jl=(ly,...,0,) € K" max |upp —l| ——0
ke[1;n]

n—-+o0o

Application : Une suite de matrices de M,,(R) converge si et seulement les suites de ses coefficients
convergent.
,—[Proposition II.2.} \

Soit X un espace métrique et A une partie de X. Soit a € A et I'application

A —F

I z l—>ifk(x)ek
k=1

Avec pour tout k, fr une application de A dans F.
Les propositions suivantes sont équivalentes.

1. f possede une limite finie en a selon A, notée .

2. Chaque f; posséde une limite finie en a, notée I.

\. J

Preuve : La preuve est laissé comme exercice au lecteur.
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IIT Compacité et complétude

Théoréme (Bolzano Weierstraf) III.1.}

Soit (u,) une suite a valeurs dans E. Si (u,) est bornée pour ||.||, alors elle admet au moins
une valeur d’adhérence.

n
Preuve : Posons pour tout © = Y axex € E, N(x) = krrﬁxﬂ ||
clln

1
N étant équivalente a ||.||, donc (u,) est aussi bornée pour N. Toutes les suites (u, x)yen sont alors bornées.
Montrons par récurrence sur r la propriété suivante :

il existe une extractrice ¢, telle que pour tout i € [1;7] , (uy,(p),:) est convergence vers [; € R

La propriété pour r = 1 est vraie car il s’agit du théoréme de Bolzano Weierstrafl pour les suites réelles
et complexes. Supposons maintenant que la propriété est vraie pour r € [1;n — 1]. La suite (uy, (p)r+1)
est bornée, il existe alors une extractrice ¢ telle que (g, op(p)r+1) converge vers un certain /,41. On a

alors pour tout i € [1;7 + 1], (tg,op(p),:) converge vers l;. La propriété est alors vraie pour r = n ce qui
n

implique que, pour |||, (uy,(»)) converge vers [ = > lye; et donc par équivalence des normes N et |||,
k=1

(U, (p)) converge vers [ pour N, d’ot le résultat voulu.

Corollaire II1.2. }

Les propositions suivantes sont vraies. Une partie A de E est compacte si elle est fermée et
bornée.

Preuve : Soit (u,) € AY. (u,) est bornée, le théoréme précedent nous permet d’affirmer qu’il existe une
extractrice ¢ telle que wu, ) e € E. A étant fermé, on a a € A, d’ou la compacité de A.
p 00

Proposition III.3.}

L’espace vectoriel normé de dimension finie (£, ||.||) est complet.

Preuve : Soit (u,) € EN une suite de Cauchy et N € N tel que pour tout m,n > N,
[t — un]] <1
On a alors pour tout n € N,
[un || < max{{[uoll, ..., [lux-all, [[un] + 1}

La suite (u,) est bornée, donc d’apres le théoreme II1.1, elle admet une suite extraite convergente. D’apres
la remarque a la fin de la page 4 du chapitre 11.5, toute suite de Cauchy admettant une valeur d’adhérence
converge, d’ou le résultat voulu.

—~ Corollaire II1.4. | ,

Soit (u,) une suite & valeurs dans E.

Z |up|l converge = Zup converge
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Preuve : Supposons que Y _ |Ju,|| converge et soit € > 0. Il existe N € N tel que pour tout n > N,

oo
> llupll < e
k=n

On a alors pour tout m >n > N,

m
> uk
k=n

m
<Dl <e
k=n

La suite (U,) = <Zuk> est de Cauchy et F est complet, donc elle converge, d’ou la convergence de
k=0 neN

la série Zup.

Remarque : La propriété ci-dessus est en particulier vraie pour tout espace vectoriel normé complet.

,—[Proposition III.5.} \

Soit A une partie fermée de E et f: A — A. Si f vérifie la propriété

3q €]0, 1], vo,y € A, |[f(z) = fW < gllz -yl

Alors f possede un unique point fixe dans A.

\. J

Preuve

— Unicité
Soit [ et " deux éléments de A tels que f(I) =1 et f(I') =1". On alors

g It =0l = @) = fI ==

On a alors nécessairement [ = [’

— Existence
Soit a € A. On consideére la suite (u,)nen définie par

Ug = a
Vn € N, Unpt+1 = f(un)
On a alors pour tout n > 1,
[tns1 = unl = [If (un) = fun-2)l] < qllun —tnll <--- < q" [Jur — uol]

On a ¢ €]0,1[, > ¢ est alors convergence, et par conséquent Y ||un41 — uy,|| est convergente. E
neN neN

étant complet, le corollaire I11.4 nous permet donc d’affirmer que Zunﬂ — u,, est convergente, i.e.
neN
(uy,) est convergente vers une limite qu’on note [. A est fermé donc [ € A et en passant a la limite

dans la relation de récurrence f(u,) = u,y1, on obtient par continuité de f que [ = f(I), d’ou le
résultat voulu.

Remarque : Pour démontrer le résultat ci-dessus, on n’a pas eu besoin du fait que F est de dimension
finie. Il suffit que A soit complet.
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Proposition III.G.J

Si E est un sous espace vectoriel de dimension finie d’'un K—espace vectoriel (F, ||.||), alors E
est fermé.

Preuve : Soit (u,) une suite a valeurs dans £ qui converge vers a € F. E est de dimension finie et (u,)
est convergente donc bornée dans F, il existe donc une extractrice ¢ telle que wug,) 4+> b€ E, or par
p——400

unicité de la limite, a = b € F, donc E est bien fermé.
Exemple : R, [X] est fermé dans C([0, 1], R) muni de la norme |.||__.

Théoréme (Théoréme de Riesz) III.7.}

Soit (F,]|.]]) un espace vectoriel normé. Bf(0,1) est compacte si et seulement si F' est de
dimension finie.

Preuve : La preuve sera présentée sous forme d’exercice dans la suite du chapitre.

IV  Fonctions polynémes sur K"

On rappelle ici que E est un espace vectoriel normé de dimension finie muni de la norme ||.||; et
(é1,...,e,) une base de E.
—~ Définition IV.1. .

Soit f une application de £ dans K. Soit £ = (e1,...,¢,) une base de F. On dit que f est
polynomiale dans la base &, lorsqu’il existe une suite (a4 )aens € KN avec un nombre fini de
termes non nuls telle que pour tout x = x161 +--- + x,6, € E,

f(z) = Z Aoy, 0 LY T

(a1 n )ENT

\. J

,—[Proposition IV.2.} .

Soit F' un espace vectoriel normé quelconque.
1. Toute application u linéaire de E dans F' est continue.

2. Toute application f polynomiale dans une base de E a valeurs dans K est continue.

\. J

Preuve

1. soit N une norme sur E définie de la maniére suivante

n

V$:£E1€1+"‘+$nen €E7 N(CC) = Z’.’L’]A
k=1

On alors pour tout © = x1e1 +---+ z,e, € E,

[u(@)l| p = [leruler) + - -+ zpulen) || p < gn: 2| [luen)]| p < CN(2)

Avec C' = maxﬂ llu(er)|| - Mais E est de dimension finie, donc N est équivalente a ||.||;, donc u est

continue.
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2. Posons pour tout z = x1e1 + -+ + 2,6, € F,

flz) = Z Aoy, 0 T3 T

(a1,--y0m ) €N

Pour tout k € [1;n], 'application  — x} est continue, et f est somme et produit d’applications
de cette forme qui sont toutes continues, donc f est continue.

Corollaire IV.3.]

Toute application f multilinéaire de EP dans un espace vectoriel normé F' est continue.

Preuve : Considérons les p éléments de E suivants :

Ty =2T11€1+ -+ Tipén

Tog =Tg1€1 + -+ Topnly

Tp = Tp1€1+ -+ Tpnéy

On a alors
n n n
foy, ... aifp) =f Zﬂfl,ileil, sz,i2€i2> S pr,ipeip
i1=1 ig=1 ip=1
= Z Ty ...Iipf<€i1,...,eip)
(i1,--yip) E[Lsm]P
f est donc combinaison linéaire et produit d’applications de la forme (1, ...,z,) — 2}, avec

(k,1) € [1;p] x [1;n]. Toutes ces applications sont continues, donc f est continue.

V Exercices

r—[Exercice V.1.] \

Soit f : R — RT de classe C" telle que f et f(™ sont bornées. Montrer que pour tout
k€ [1;n—1], f* est bornée.

\. J

r—[Exercice V.2.] \

Soit n € N*. On note Q = {P € R, [X], deg P = n et P est scindé a racines simples}. Montrer
que 2 est ouvert dans R,,[X].

\ J

r—[Exercice V.3.} N

Soit (Py)ren une suite a valeurs dans R,[X]. On suppose que la suite (P;) de fonctions po-
lynémes associée a (Py) converge simplement vers f € C([0,1],R) sur [0,1]. Montrer que la
convergence est uniforme.
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r—[Exercice V.4.] N

Soit F' un fermé non vide de 'espace vectoriel normé de dimension finie (E, ||.||) et soit a € E.
Montrer qu’il existe b € F tel que ||la — b|| = d(a, F).

r—(Exercice V.5.} N

Soit F' un sous espace de dimension finie d’'un espace vectoriel normé (G, ||.||) de dimension
quelconque. Soit a € G. Montrer qu'il existe b € F' tel que ||a — b|| = d(a, F).

r—[Exercice V.G.] \

Soit K un compact non vide de 'espace euclidien R™. Montrer qu’il existe une boule fermée
de rayon minimum contenant K et que cette boule est unique.

r—[Exercice V.7.] \

Soit f une fonction continue de 'espace vectoriel normé de dimension finie (£, ||.||) dans R.
On suppose que f(z) —— +oo. Montrer que f est minorée et qu'il existe a € E tel que

_ =0
f(a) = minf(z).

r—[Exercice V.8.] \

Ceci est un exercice visant a prouver le théoreme I11.7 (Théoreme de Riesz).
Soit (F,|.||) un espace vectoriel normé de dimension infinie.

1. Soit G un sous-espace vectoriel de F' de dimension finie. Montrer qu’il existe a € S(0,1)
tel que d(a, F') > 1.

2. Construire une suite (a,) € S(0,1)N telle que Vn # m, ||a, — am|| > 1.

3. Conclure.

CPGE

paradise 7/12


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

Mathématiques en MP* d’apres un cours au lycée Louis-le-Grand

Correction de I’exercice V.1. :
f est de classe C™, on peut alors appliquer 1’égalité de Talor-Lagrange a 1'ordre n pour f sur [0, 1]

n n— (k)
V(x,h) e R x [0,1], 3eap € [0,1], f(z+h) — f(z)— Z,f(”)(%h) = Zlf kku(m)hk
: k=1 :

P (h)

D’aprés les hypotheses, (z,h) — f(z + h) — f(z) — 2 f™(c, ) est bornée par un certain M > 0. On
alors en posant g, : h — f(z + h) — f(z) — 2 f™(c, ), on a par construction, pour tout z € RT,
9211, < M, et alors ||P,]|,, < M. Posons pour tout P(X) = > a,X* € R,[X], N(P) = knﬁ%X}]|ak|'
k=0 €loin
R, [X] est de dimension finie, donc toutes les normes y sont équivalentes. En particulier, N et ||.||_ sont
équivalentes, ce qui nous permet d’affirmer qu'’il existe M’ > 0 tel que pour tout x € Rt N(P,) < M.
On a donc pour tout
f¥(z)

k!

r € RT, Vk € [1;n], <M

Ce qui nous permet d’affirmer que pour tout k € [1;n], f*) est bornée.

Correction de ’exercice V.2. :

Soit P € ). P admet n racines distinctes et est scindé a racine simples, il change donc n+1 fois de signe sur

R. Soit y1,...,Yns1 € R tels que sans perte de généralité, pour tout k € [1;n+ 1], signe(P(yx)) = (—=1)*.

n+1
Posons pour tout @ € R,[X], N(Q) = > |Q(y;)|.- N est bien une norme sur R,[X], car elle vérifie
k=1

I'inégalité triangulaire, homogene, et pour tout polynéme @) de degré au plus n, N(Q) =0 = @Q = 0.

Posons ¢ = . ﬁlin . |P(yx)|. Pour tout @ € R,,[X], si N(P — Q) < g, alors pour tout k € [1;n + 1]
€|l;n+

Q) — Ply)] < 5

ie.

£ €
Plyx) = 5 < Qyr) < Plyr) + 5
Mais pour tout k € [1;n + 1], |P(yx)| > €, donc

signe (P(ge) + 5 ) = signe (Ply) ~ 5 ) = signe(P(u)

Donc pour tout k& € [1;n + 1], Q(yx) a le méme signe que P(y,). En appliquant le théoreme des valeurs
intermédiaires sur [yx, yxr1] pour tout k € [1;n], on trouve que @, étant de degré n, admet n racines
distinctes et donc est scindé a racines simples. On en déduit donc que B(P,e) C € et finalement que 2
est ouvert.

Correction de ’exercice V.3. :
Soit xg, 1, . .., T, des éléments deux a deux distincts de [0, 1]. Posons pour tout k € N,

P(X) = a; X’
=0

On a alors pour tout [ € [0;n],

n
b
2 it o S ()
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i.e.
1 zo ... 20\ [ako f (o)
I n Ty || Gk f(z1)
: k——+o0
1z, ... 2) \arn f(xy)
En posant
1z Ty
1 z xy

On remarque que V est une matrice de Vandermonde, elle est donc inversible. X +—— V71X est une
application linéaire en dimension finie, elle est donc continue d’apres la proposition IV.2. On a alors, en
multipliant par V! et en passant a la limite

Qg0 f (o)

CL1?71 ! (371) (%)
. k—+o00 .

ak,n f(xn)

En posant pour tout Q(X) = > b;X*, N(Q) = >_|b;], on voit que N est une norme dans U'espace de
i=0 i=0
dimension finie R, [X], elle est donc équivalente a ||.||_ : @ — sup Q(x). D’apres (x), (Py)ren converge
z€[0,1]

pour N (chaque coefficient converge) et donc par équivalence des normes, (P;) converge aussi pour ||.|| ..
(Py) converge donc uniformément vers une certaine fonction continue dans [0, 1] g. Il reste & montrer que
f = ¢g. La convergence uniforme implique la convergence simple, donc (Pk) converge simplement vers f
et g, et donc par unicité de la limite, f = g.

Remarque : 'espace des fonctions polynémes de degré au plus n étant de dimension finie, il est fermé
dans l'espace des fonctions continues sur [0, 1]. Cet argument nous permet d’affirmer que (P;) converge
uniformément vers un polynéme de degré au plus n.

Une démonstration plus directe de ce résultat peut étre faite de la maniére suivante. Soit ag, ..., a, les
n

limites respectives des suites de coefficients (ayo)ken, - - - ; (@kn)ren. En posant P(X) =) a; X", on a
i=0

k—4o00

n
RS S oy p—
R

Correction de ’exercice V .4. :

Soit R > d(a,F). On a Bf(a,R) N F = K # @ K est une intersection de deux fermés incluse dans
I'ensemble bornée By(a, R) en dimension finie, c’est donc une partie compacte de E. On considere la
fonction

K —R
g
r > |la—zx|

g est continue sur le compact K, il y atteint donc son minimum en un élément de K qu’on note b.
Siy € K, alors  |ly—al] >R > |la—b

Soit y € F, {
Siye K, alors ||y —al| > [la — 10|
On a donc bien |ja — b|| = rrglg |la — z|| = d(a, F).
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Correction de I’exercice V.5. :

Cet exercice se fait d'une maniere identique au précédent. Soit R > d(a, F') et K = Bf(a, R) N F. K est
fermé borné inclus dans un espace de dimension finie F', ¢’est donc un compact. en reprenant les notations
de 'exercice précédent, g est continue et donc atteint son minimum sur le compact K en un certain b € F'.
Avec un raisonnement identique a 'exercice précédent, on peut affirmer que ||a — b|| = d(a, F).

Correction de 1’exercice V.6. :

Posons Sk = {7 >0, da € R", K C By(a,7)}. K est borné, il existe donc une boule fermée contenant
K. L’ensemble Sk est alors non vide, minoré par 0. Il admet donc une borne inférieure r = inf Sk.

Soit ((an, rn))nen une suite a valeurs dans R™ x RT vérifiant les deux propriétés suivantes

{‘v’n e N, K C B(an, )
Tp ——>T

n—-+0o0o
D’apres les hypotheses, il existe N assez grand tel que pour tout n > N on ait r, < r 4+ 1. Soit b € K.

On a pour tout n > N,
lan = b|| <7, <r+41

et alors
anl| <7+ 1+ 0]

La suite (a,) est bornée, ce qui nous permet en utilisant le théoreme I11.1 d’affirmer que (a,) admet une
suite extraite convergente. Quitte a extraire de la suite (a,), on suppose qu’elle est convergente vers un
certain a € R".

— Pour montrer I'existence de la boule, montrons que K C By(a,r).
On a pour tout = € K et pour tout n € N, ||a, — x| < r,. En passant a la limite, on obtient
la — x| <r,ie x € Bf(a,r). On a donc bien que K C By(a,r).

— Unicité de la boule
On sait que le rayon de la boule est unique car il est défini comme la borne inférieure de Sk, il
suffit donc de montrer 1'unicité du centre.
Soit a' € R™ différent de a tel que K C By(d’,r). Soit x € By(a,r) N By(d',r), on a

2 2 1 2 2
2r* > Jlz —all” + lz — aII” = S(llu + 0" + [lu = ©I)

r—=0b|<Vr2— a <r
|
~—

2
a—a

a+ad N 2
2
—_———

v 2

[0}

ata’
2

En posant b = on en déduit

>0
Donc K C By(b,v/r? — ) ce qui est absurde par définition de r, d’ou le résultat voulu.

Correction de ’exercice V.7. :

Le fait que f(z) ———— +00 se rééerit
ll#]|—=+o00

VM >03dR >0, Vz € E, ||z|| > R=||f(z)|| > M

Appliquons cette proposition a M = |f(0)| + 1. f est continue sur Bf(0, R) qui est fermé borné en dimen-
sion finie donc compact, elle y atteint donc son minimum en un certain a € B (0, R).
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Or pour tout y € £

= Syl > R, f(y) > |F(O)] +1> f(a).
— Sinon, par construction, f(y) > f(a)

Donc f atteint bien son minimum sur F en a.

Correction de ’exercice V.8. : (Preuve du théoréme de Riesz)

1. Soit ag € F'\ G. L’exercice V.4 nous permet d’affirmer qu’il existe b € G tel que
lao — bl = inf [} — aol| = d(ao, F)

Posons alors a = ﬁ € 5(0,1), on a alors pour tout x € G,

-
|ao — 0|

|z — al
L b+ flag — bl — ol
= ——- xl||lag —b|| —a
d(ao,G) \HO_/ 0
1 =yelG
= _ly—all>1
d(CLo,G) ||y aoH f
2. Construisons la suite a, par récurrence. le premier terme ay peut étre pris quelconque vérifiant
laoll = 1.
Soit n € N. Supposons que les termes ay, . .., a, sont bien définis. Posons G, = Vect(ay, ..., a,).

D’apres la questions précédente, il existe a,1 € S(0,1) tel que d(a,+1,Gr) > 1. On a alors
Vm <n, ||am — any1]] > 1
Il est clair que la suite (a,) telle qu’on I'a définie vérifie
Vm,n €N, (n#m = |la, —anl| >1) et Vn €N, |la,|| =1

3. Reprenons le théoreme II1.7. L’énoncé du théoreme est le suivant : Si H un espace vectoriel normé,
alors on a I’équivalence

H est de dimension finie <= La boule unité fermée de H est compacte

— (<) nous allons faire cette implication par contraposée. Supposons que H soit de dimension
infinie. La question précédente nous permet de considérer une suite (a,) € S(0, 1) telle que

Vm,n € N, n #m = |la, —an| >1

Si la boule unité était compacte, on disposerait d'une extractrice ¢ telle que (ap(n)) soit conver-
gente, et alors

1§WWMM—%wH;;jo

ce qui est absurde.

— (=) Si H est de dimension finie, alors la boule unité fermée de H est fermé bornée en dimension
finie, elle est alors compacte.
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