Mathématiques en MP* d’apres un cours au lycée Louis-le-Grand

CHAPITRE 28

Réduction d’endomorphisme

Notations

Introduisons tout d’abord quelques notations. Soit K un corps commutatif et £ un K—espace vectoriel
de dimension n € N*. Soit u € L(E) et A € M,,(K).

— Si [ est une base de E alors [u]s est la matrice de M,,(K) dont les colonnes sont les coordonnées
de I'image de chaque élément de § par u dans la base 3.

— Pour toute base 3 de K", on note [A]g = PAP™! avec P la matrice dont les colonnes sont la
représentation des éléments de 5 dans la base canonique.

Pour toutes matrices A, B € M,,(C), on écrit A ~ B §'il existe P € GL,(K) tel que A = PBP~L.

4

+

Si F' et G sont deux K—espaces vectoriels, on écrit F' =~ G s’ils sont isomorphes, i.e. il existe
¢ € L(F,G) un endomorphisme inversible tel que ¢(F') = G.

On note Com(u) = {v € L(E), vou=uouv}.

On note Com(A) = {B € M, (K), AB = BA}.

On note VP(u) = {\ € K, Ker(u — A1d) # {0} }.

On note VP(A) = {\ € K, Ker(A — \I) # {0}}.

Pour tout a € N*, on note 7,7 (K) I'ensemble des matrices triangulaires supérieures de taille a.

Pour toute famille (z1, ..., z,) de E (resp. K") et toute base § de E' (resp. K"), on note [(z1, ..., 2,)|s
la matrice de M,, (k) dont les colonnes sont les représentations des vecteurs x; dans la base (3.

A1

N

b

Pour tout Ay, ..., A\, € K, on note diag(A1,...,\,) =

An
Pour tout 4, j € [1;n], on note E; j = (8;x6;1)kicpm) € Mn(K).
On note AT la transposée de A.
On note (A) = {PAP™!, P € GL,(K)}.
Pour tout polynéme P € K[X], on note (P) ={QP, Q € K[X]}.
On note K[u] = {P(u), P € K[X]}.
On note K[A] = {P(A), P € K[X]}.
Pour tout P € K[X], on note Z(P) 'ensemble des racines de P.

N A

Préambule : sommes directes et bases adaptées

Soit K un corps commutatif et £ un K—espace vectoriel de dimension n € N*. Soit r € N* et F},..., F,
des sous espaces vectoriel de F.
On considere 'application

. JFi XX F. —F
(.., —s ez,

Par définition, Im j = F} + - - - 4+ F,.. Cette somme est dite directe lorsque j est injective.
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,—[Proposition .1.}

Supposons que E est de dimension finie. On considére pour tout k € [1;7], (ex1,- .., €kn,) une
base de F},.

,
1. Fi x --- x F, est un K—espace vectoriel et dim F} x --- X F,. = Zdim F.
k=1
,

,
2. Siles F}j sont en somme directe, alors dim @ F, = Z dim Fj,
k=1 k=1

3. Si les F; sont en somme directe, alors (€11,...,€1my5---,€r1,...,€rn,) €st une base de

D F..
k=1

\. J

Preuve :
1. On considere la famille B = {(0,...,0,ex.,0,...,0), k € [1;r], | € [1;n]}. B est une base de

Fix---x F,.et |B] = an = Z dim F},. D’ou le résultat.
k=1 k=1

2. j est un morphisme injectif, donc

Y dimF, =dimFy x -+ x F, =dim j(F; x --- x F,) = dim P F,
k=1 k=1

3. Posons B' = (€11, ...,€1n1y---1€r1,---5€rp,). On a
Vect(B') = Vect(er1,...,e1n,) + -+ Vect(€rm,, -, €rn,)
==PH<B"'69fﬂ

Donc B’ est une famille génératrice (de @ F) de taille ny + - -+ +n, = Z dim Fj, = dim @ Fy., et
k=1 k=1 k=1

T
alors B’ est une base de @ F.
k=1

Objectif du chapitre : Pour une application linéaire v € L(E) ou matrice A € M, (K) donnée, on
souhaite trouver une base  ou une matrice P € GL,(K) ou la matrice de u (resp. P"*AP) est simple

Al 0 Al %
P'AP = [u)p = ou P'AP = [u]s =
0 An 0 An
avec \i, ..., A\ € K. Ou alors si u est nilpotente,
0 1 0
P'AP = [ulg =
1
0 0
Ou alors
J1 0
ApflAf)::hdgiz
0 Jy
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avec pour tout k € [1;r], Jx un bloc de Jordan, i.e.

Qg 1 0

Ji =
1
0 Qg

avec ai € K. Ou alors sous forme de matrice compagnon
0 —Qp
1 1

1 —Qp—1

avec ag, ..., 0,—1 € K.

I Stabilité

Dans cette partie, on considere u un endormorphisme de FE.

~ Définition 1.1.}

Une sous-espace vectoriel F' de E est stable par u si w(F) C F.

,—[Proposition I.2.} \

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
1. Si F' et GG sont stables par u, alors F'+ G et F' N G le sont aussi.
2. Si F est de dimension finie, est stable par u et F'N Keru = {0}, alors u(F) = F.

3. u est une homothétie <= u laisse stable tout sous-espace de F

Preuve
1. Supposons que F' et G sont stables par u et soient z,y € E.
— Supposons que x € F et y € G. Montrons que u(z +y) € F + G.
Par stabilité de F' et G, on a u(x) € F et u(y) € G donc u(x +y) = u(x) +u(y) € F + G,
donc F' + G est stable par u.
— Supposons que = € FNG.

Onaz € Fetaz e, donc u(zr) € F et u(z) € G et alors u(r) € FFNG. On en déduit que
F NG est stable par .

F —F
2. On considere 'application 4 : . On a Keru = Keru N F et en utilisant le théoreme

du rang, on a
dim Ker @ + rg o = dim F

donc
dimKeruN F + dimu(F) = dim F
et finalement
dimu(F) = dim F
De plus, u(F) C F, donc u(F) = F.
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3. Montrons le résultat par double implication. Remarquons tout d’abord que si E = {0}, alors le

résultat est évident. Supposons donc que E # {0}.

— (=) Le sens direct est une conséquence de la stabilité de F' par multiplication par un scalaire.

— (<«=) Supposons que u laisse stable tout sous-espace de E.

Pour tout z,y € E\ {0}, u laisse stable Vect(x) et Vect(y), donc il existe A;, A, € K vérifiant

u(z) = Az et u(y) = Ay

u laisse aussi Vect(x + y) stable, donc il existe \,4, vérifiant u(x +y) = Apyy(z +y). On a

alors

Aoty +y) =u(z +y) = ulzr) +uly) = Az + Ay

et alors

(Azty = Ao)Z + (Aogy — Ay =0
o Si(z,y) est libre, alors Ayyy — Ay = 0 et Ay — Ay =0, et alors A, = Ay = Ay

o Si(z,y) est liée, i.e. il existe A € K tel que x = Ay, alors

Ay =u(y) = du(x) = Az = Ay

et donc, puisque y # 0, A\, = A,.

On a alors x — A, est constante sur E \ {0}, il existe donc A € K tel que pour tout
x € E\ {0}, u(zr) = Ax. Cette propriété est en particulier vraie pour z = 0, donc pour tout

x € E, u(x) = Az, i.e. u est une homothétie.

Exemple : Les sous espaces {0}, Imu* et Keru* avec k € N sont stables par w.

Proposition I.3.}

Soit v un endomorphisme de E. Si u et v commutent, alors v laisse Ker v et Im u stables.
Plus généralement, VP € K[X], Ker P(u) et Im P(u) sont stables par v.

Preuve : Supposons que u et v commutent.

— Siz € Keru, alors u(v(x)) =uov(x) =vou(zr)=v(0) =0, donc v(x) € keru.

— Siy=u(z) € Imu alors v(y) = u(v(z)) donc v(y) € Imu.

— Etant donné que u et v commutent, une récurrence simple permet de montrer que Vk € N, u* et v
commutent également. Tout polynéme P en u est une combinaison linéaire des u* qui commutent
tous avec v, donc P(u) et v commutent, et alors le point précédent nous permet d’affirmer que v

laisse Ker P(u) et Im P(u) stables.

Remarque La réciproque est fausse en général. Prenons un contre-exemple. Soit (ej,es, e3) la base

canonique de R3. On définit u et v comme suit :

u(e1) =0 vier) = e
u(es) = e3 et v(eg) =0
u(es) = e3 v(eg) = e3

On peut facilement voir que v laisse stable Ker u et Im u, mais

{ uov(ey) =0

Vo u(62> = €3
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,—[Proposition I.4.}

Soit F' un sous-espace vectoriel de F/, $; une base de F' et 5 une base d'un supplémentaire
de F. En posant = (31, 32) la concaténation des deux bases et p = dim F' = |;|, pour tout
u € L(F), on a équivalence entre les propositions suivantes.

1. w laisse stable F'.

2. 3(A,B,C) € My(K) x My_p(K) x Mpn_p(K), [u]s = (gl g)

Preuve

— (1) = (2) Supposons que u laisse stable F'. Pour tout e € 3, u(e) € F = Vect(/3) car u stabilise
F, donc les coefficients dans la famille S5 de e sont nuls.

— (2) = (1) Pour tout e € S5, [u(e)]s a des coefficients nuls dans les |3;| dernieres coordonnées, donc
u(e) € Vect(51) = F pour tout e € ;. Par combinaison linéaire, on peut conclure que u(F) C F.

,—[Proposition I.5.} \
Soit r € N* et Fy,..., F, des sous-espaces vectoriels de F non réduits a {0} de dimensions
respectives ny,...,n,. On suppose que F = @ Fy.. Pour tout j € [1;7], on considere §; une

k=1

base de F}. Soit f = (f1,...,5,) la concaténation des ;. On a alors pour tout u € L(£), on
a équivalence entre les deux propositions suivantes.

1. w laisse stable F}; pour tout j.
Ay 0
2. 3(Ay,...,A) e My (K) x -+« x M, (K), [u]lsg = :

Preuve

— (1) = (2) Soit k € [1;r]. Pour tout e € By, u(e) € Vect(Sx), donc la sous-matrice de [u]g contenant
des colonnes de rang entre |51| + -+ + |Bp—1| + 1 et |G| + -+ + |Bx|, i.e. la représentation de

0
0
I'image de la base i par u dans la base 8 sécrit | Ay | avec Ay € M, (K). On en déduit donc
0
0
Ay 0
directement que la matrice de v dans la base § s’écrit comme avec (Ay,...,A,) €
0 A,

M, (K) % - x M, (K).

— (2) = (1) De la méme maniere, pour tout k € [1;7], pour tout e € [, étant donné la forme de
la matrice, on voit que tous les coefficients de u(e) dans §\ S sont nuls, donc u(e) € Vect(Fy) et
donc finalement u(Vect(5)) C Fy i.e. u(Fy) C Fy.
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II Eléments propres

~ Définition T1.1. ] \

Soit u € L(F). Une vecteur = € E est appelé vecteur propre de u lorsque x # 0 et qu’il existe
A € K tel que u(z) = Az. Un tel scalaire A est unique et est appelé valeur propre de w.

\. J

,—[Proposition II.2.} \

Pour tout A € K, on a I’équivalence suivance

A valeur propre de u <= Ker(u — A1d) # {0}

\. J

Preuve : La preuve de ce résultat ne présente pas de difficulté et est laissée comme exercice au lecteur.

Vocabulaire : Lorsque u € L(E) et A € K, E,, = Ker(u — A1Id) est appelé espace propre de u as-
socié a A. Lorsqu’il n’y a pas ambiguité sur I’endomorphisme associé a cet espace, on notera simplement
E/\,u - E)\.

,—[Proposition II.3.} \

Soit u € L(E)
1. Soit x € E'\ {0}. On a I’équivalence

x est un vecteur propre de u <=> La droite Kz est stable par u

E — E
2. Pour tout z € E l'application u : { Ak M commute avee tout élément de

T — A\Z
L(E\).

\. J

Preuve : Méme chose pour ces deux propositions.
Proposition II.4.}

Si E est de dimension finie non réduit a {0} et que K = C, alors u posséde au moins une valeur
propre.

Preuve : Soit 3 une base de E. En posant [u]g = (@i )i je[iin], OD a

A est une valeur propre de u <= Ker(u — A1d) # {0}
< det([uls — A\I) =0

ay1 — A Q12 Ce a1n
@21 Q22 — A Ce a2 n
— ) : , ) =0
Qn 1 s Apn—1 Qnn — A

L’application A — det([u]g — AI) est donc une application polynémiale dans C de degré n, elle admet
donc au moins une racine A, donc il existe au moins un A € C vérifiant Ker(u — A1d) # {0}, i.e. A est
une valeur propre.
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Exercice II.S.] N

Supposons que K soit égal a R ou C. Soit n > 2. Existe-t-il un plan P de L£(K") tel que
P\ {0} c GL(K)?

Notation : Pour tout u,v € L(F), on note [u,v] =uwov —wvou.

Proposition II.6.} \

Soit u,v € L(F) tel que [u,v] = 0. Si A est une valeur propre de u, alors v laisse stable
Ey . = Ker(u — A1d).

J

Preuve : On a [u,v] =0, donc [u— A1d,v] = 0, i.e. u — AId et v commutent, donc d’apres la proposition
.3, v laisse stable Ker(u — A1d).
r—[Exercice II.7.} \

On dit qu’une partie L de £(C™) est irréductible lorsque les seuls sous-espaces vectoriels de £
qui sont stables par tous les éléments de L sont {0} et E. Soit L une partie irréductible de
L(C") et w un élément de L(C™) qui commute avec tous les éléments de L. Montrer que u est
une homothétie.

,—[Proposition II.S.J \

Supposons que E est un espace vectoriel muni de ||.|| et u € L.(F). Pour toute valeur propre
A de u, on a |A] < |||ulll.

\. J

Preuve : Soit A une valeur propre de u et x un vecteur propre pour A\, i.e. u(x) = Axr et z # 0. On a
alors
(Al = lu@) [ < Jflull] < fl]

x est non nul, on peut donc simplifier par ||z|| pour obtenir || < |||ul||.

Remarque : Soit u € L(E) et F un sous-espace vectoriel de E. Si F est stable par u, en considé-

F F
rant ’endomorphisme v : { — ,on a Ker(v — A1d) = FnKer(u — AId).

III Endomorphismes et matrices diagonalisables

~ Définition TIL.1. | X

On dit que u € L(F) est diagonalisable lorsqu’il existe r € N* et A\;...\, € K tels que
E= E)\l,u +e E)\T,u~

r—[Lemme III.2.] N
Soit u € L(E),p € N*, A\, ..., \, des valeurs propres deux a deux distinctes de u et xy,...,z, €
E des vecteurs propres respectivement associés a Ay, ..., A,. La famille (z1,...,z,) est libre.

\. J

Preuve : Nous allons montrer ce lemme par récurrence sur p.
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— Pour le cas p = 1, x1est un vecteur propre, il est donc non nul et alors la famille (z;) est libre.

— Soit p € N*. Supposons que la propriété est vraie pour p. Soit p, ..., i1 € K tels que

pury + - i p =0 (1)

En appliquant u est deux cotés, on obtient

AT+ 1 App 1T = 0 (2)

En faisant (1) x A,41 — (2), on obtient
1 (Aprr — A+ A+ pp(Aprn — Ap)ap =0

Par hypothese de récurrence, on a que la famille (z4,...,2,) est libre, donc pour tout k € [1;p],
pre(Ap+1—Ak) = 0. A1, ..., Apt1 sont deux a deux distinctes par hypothese donc pour tout k € [1; p],
pr = 0 et alors (1) devient

Hp+1Tp1 =0
ce qui finalement implique que pour tout k € [1;p + 1], ur = 0 ie. (x1,...,241) est libre, d’ou le
résultat voulu.

Application : La famille (f,)aer = (2 — 2%)aer est libre dans C*°(R* R). En effet, en posant wu :
fr— (z+——xf'(x)), (fa) est une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres deux a deux
distinctes de wu, elle est donc libre. On peut dire la méme chose de la famille (g3)sec, avec pour tout
BeC, gs:x— e

\.

,—[Proposition III.3.} \

On suppose que E est de dimension finie. Soit v € L(F). Les propositions suivantes sont
équivalentes

1. u est diagonalisable.
2. Il existe une base de E composée de vecteurs propres de u.
3. Il existe une base de E telle que [u]g est diagonale.

p
4. ZE,\M = F, avec Aq,..., \p les valeurs propres de u.
k=1

Preuve

— (1) = (2) Prenons Ay, ..., A\, comme dans la définition III.1. Quitte a éliminer les \; tels que E), , =

{0}, on peut supposer sans perte de généralité que Vi € [1;p] E\, . 7# {0} et que les \; sont distincts.
Le lemme II1.2 nous permet de dire que toute famille de vecteurs (zy,...,x,) € Ey, 4 X -+ X Ex,
p
est libre et que donc la somme E = ZEAU est directe.
i=1
Chacun de ces espaces étant de dimension finie (non nulle), on peut alors prendre, pour chaque 4,
une base (b},...,0"") de E; avec p; = dim E), ,,. Il est clair que la concaténation de ces bases est
P
une base de F = @ Ej, ., et que chaque élément de cette derniere est un vecteur propre de u.
i=1

(2) = (3) Si (b1,...,b,) est une base de E formée de vecteurs propres de u, et que pour tout

i € [1;p], b; est associé a la valeur propre \;, alors la matrice de u dans cette base est la matrice
diagonale diag(A1, ..., \,).

— (3) = (4) Prenons une base 5 = (f1,. .., ,) qui rend [u]z diagonale. Il est alors clair que pour tout

i € [1;p], il existe \; € K tel que §; est un vecteur propre de u, associé a A; (les \; ne sont pas
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forcément distincts). On a alors en notant VP (u) 'ensemble (fini) des valeurs propres de u

E= V@Ct(ﬁl, . 7671) C Vect(E)\l, o ,E,\n> = ZE)\Z - Z E,
i—1 AEVP ()

d’ou le résultat.
— (4) = (1) Direct.

Remarque 1 : Si u possede n = dim E valeurs propres différentes, alors u est diagonalisable et chaque
espace propre est de dimension exactement une.

Ceci étant car, en notant A\, ..., A\, ces n valeurs propres différentes, que
> di , = i | = i ) >
n > dim <;E>\Z> e 11 dim (ZE:BI E,\Z> ;dlm(E)\Z) >n

n n
On a alors dim (@ E,\i> =n = dimFE, ie. E = EPE,, et tous les E\ , ne peuvent pas avoir une
i=1 i=1
dimension strictement supérieure a 1 ou égale a 0, ils sont donc de dimension 1. On a donc bien les deux

résultats voulus.

Remarque 2 : Lorsque u est diagonalisable, il est facile de retrouver son image et son noyau. En effet,

considérons un base de vecteurs propres de u = (by, ..., b,) puis ordonnons la de maniére a ce que les
valeurs propres associées a by, ..., b, soient non nulles et celles associées a b1, ..., b, soient nulles. Alors
Im(u) = Vect(by,...,b,) et Ker(u) = Vect(bys1,...,0by).

Preuve

Une matrice diagonale a coefficients diagonaux tous non nulles dans K est inversible. Ainsi, dans la base

B, [u]g s'écrit :
( A OM,,M(K))
OMn—pp(®)  OMy ()

Avec A une matrice diagonale a coefficients diagonaux non nuls. On en déduit donc que

Ker(u) = {a € E, veK"? |a]z= <O§p> , } = Vect(epi1, ..., €n)

[

Im(u):{aGE, Jv e KP, [a]g = < >, }:Vect(el,...,ep)

,-[Proposition 111.4.] .

Oanp

Soit u € L(E), w € GL(E) et v=wouow™"

1. A € K est une valeur propre de u si et seulement si c’est une valeur propre de v et
E)\,’U = w(E)\,u)-

2. u est diagonalisable si et seulement si v l'est.

\. J

1. Soit A € K. On a

T € B\, &= wouow '(r) =z
= uow (z) = w ()
= w(z) € BE\y <=1 €w(E)\,)
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D’ou E), = w(E,,) et donc

A€ VP(v) < E,, =w(E\.) # {0} <G:L(>E) Ex. # {0} <= X\ € VP(u)
we
2. Soit Ay, ..., A, les valeurs propres de u et v. On a alors

u est diagonalisable <= > By, , =F
i=1

wéG:L()E) ;w(E,\Zu) = ;E&-,v = F <= v est diagonalisable

r—[Exercice III.5.]

Soit w € L(F) ayant n valeurs propres distinctes et v un endomorphisme de E qui commute
avec u. Montrer que v est diagonalisable et que v est un polynome en wu.

,—[Proposition III.G.}

Soit A € M,,(K) et E = K". Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. 3P € GL,(K), A € D,(K), P7'AP = A

X +— AX
3. 1l existe u € L(F) et [ une base de E tels que u diagonalisable et [u]s = A

K* — K"
2. fa: { est diagonalisable.

4. Pour tout u € L(F) et pour tout S base de E, on a I'implication

[u]s = A = u est diagonalisable

\. J

Preuve
— (1) = (2) Soit 3 la base associée & la matrice P. Alors [fa]s = P"'AP = A est diagonale.
— (2) = (3) Soit B = (ey,...,e,) une base de E et considérons 'application

E — F

U & L
Z%’@i — Zyiei
i—1 i=1

hn

o | 1 | = fa(X)avec X = (x1,...,7,)". Une vérification rapide nous permet de voir que [u]z = A.
Yn

De plus, en considérant ((fl,i)ie[[l;n]]7 e (fn,i)ieﬂl;n]]) une base de vecteurs propres de fy,, il est facile

de voir que la famille (fi,..., f,) telle que pour tout k € [1;n], fr = frie1 + -+ + fenen est une
base de vecteurs propres de u, ce qui nous permet d’affirmer que u est diagonalisable.

— (3) = (1) Soit u € L(E) et  une base tel que [u]g = A. Soit v une base de diagonalisation de u et
P la matrice de passage de v a 5. On a alors

[u],, = Plu]sP~" = P'AP

On a de plus, pour tout ¢ € [[1;n], si e est le i—eme vecteur de la base canonique de M,,(K) et b;
estl e i—eme vecteur de la base v, alors il existe \; € K tel que u(b;) = \;b;, i.e., en passant aux
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matrices dans la base 7, [u],e; = \e;, donc il existe une matrice diagonale A telle que [u], = A. On
en déduit donc finalement que A = P7'AP.

— (4) & (1) Laissé comme exercice au lecteur.

Vocabulaire : Lorsque A vérifie I'une de ces propriétés, on dit que A est diagonalisable.

IV Action des polynomes
1. Rappels

p
L’algebre des polynomes K[X] agit naturellement sur £(E). Plus exactement, si P = > ay X* et u € L(E)
0

alors on définit

K[X] — L(E)

. p
bu P — P(u) =) apu”
k=0

¢, est alors un morphisme d’algébre unitaire. En particulier, I,, := Ker(¢,) est un idéal.
,—[Rappel IV.l.} \

Soit (A, +,.) un anneau commutatif. Un sous ensemble I de A est appelé idéal lorsque
— (I,+) est un sous groupe de (A, +).
— Pour tout x € Aetiel, ix el

I est dit principal lorsqu’il est engendré par un seul élément i.e. il existe z € A tel que
I=(z):=zA.

Un anneau commutatif A est dit principal si tout idéal de A est principal.

On notera en particulier que K[X] est principal lorsque K est un corps.

\. J

Si ce dernier est non trivial, chose toujours vraie en dimension finie, alors il est engendré par un unique
polynome unitaire g, appelé polynome minimal de u. Autrement dit si P € K[X] et P(u) = 0, alors
P e I, c’est a dire qu'il existe @ € K[X] tel que P(X) = Q(X)uu(X), i.e. puu|P.

K[X] agit similairement sur les matrices carrées et commute avec les automorphismes interieurs (i.e. les
automorphismes de la forme M — PMP~! avec P € GL,(K)) de conjugaison i.e. pour tout P € GL,,(K)
et Q € K[X], QUPAP™) = PQ(A)P~L.

Vocabulaire : Un élement de I, i.e. un polynome P tel que P(u) = Ogg) est appelé un polynome
annulateur de wu.

,—[Proposition IV.Z.J \

Soit x un vecteur propre de u de valeur propre associée \. Les proposition suivantes sont vraies.
1. VP e K[X], P(u)(x) = P(A\)x
2. Si Pel,alors P(A) =0

3. Soit A € K. Alors p,(\) = 0 <= X valeur propre de u.
En particulier, lorsque K = C, il existe (Ix)xevp() € N*VP®) tel que

pa(X)= I (X=X

AEVP (u)

\. J

Preuve :
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1. On peut montrer par une récurrence rapide que Vk > 0 u*(z) = Mz (avec par convention 0° = 1).

d
Ainsi, si P(X Zaka alors P(u Zak uF(x) =) ap - Ax = P(N\)z.
k=0 =
2. On sait que 0 = P(u)(z) = P(\)x et donc P()\) =0 car x # 0.
3. Soit A e K

— (<) 1l suffit d’appliquer le point (2) pour P = .
— (=) pu(X) =0, on peut donc écrire p,(X) = (X — N)Q(X). On a alors

0= pu(u) = (u—Ald) 0 Q(u)

Si A n’est pas une valeur propre de u, la proposition II1.2 nous permet d’affirmer que v — \1d
est inversible et que donc Q(u) = 0, ce qui contredit la minimalité de p,. Donc A est bien une
valeur propre de w.

Exemple : Soit p un projecteur different de 0 et Id. On a u,(X) = X? — X.

Exercice IV.3.]

Soit u € L(E) tel que uou = Id et u # 4 Id. Montrer que ju, = X2 — 1.

2. Décomposition des noyaux

,—[Proposition (Lemme de décomposition des noyaux) IV.4.}

Soit Py,..., P, des éléments de K[X], deux a deux premiers entre eux et u € L(E). On a
Ker P; .. @ Ker P;(u). En particulier, en considérant le cas ou P;(X) = X — \; avec

pour tout 7, A, une Valeur propre de u, on retrouve que les espaces propres sont en somme
directe.

\. J

Preuve : Montrons le résultat pour r = 2.

Soit P et () deux polynémes premiers entre eux et soit z € Ker P(u) N Ker Q(u).

P et @ sont premiers entre eux et donc par Bezout, on dispose de A, B € K[X]| tel que AP + BQ = 1.
On a alors ¢ = AP(u)(z) + BQ(u)(z) = 0+ 0 = 0 et alors Ker P(u) N Ker Q(u) = {0}. Ker P(u) et
Ker Q(u) sont donc bien en somme directe.

Montrons a présent que Ker PQ(u) = Ker P(u) ® Ker Q(u).

— (D) Si z € Ker P(u) ® Ker Q(u), alors en posant & = Txer p(u) + TKerQ(u) O Tetrouve
PQ(u)(2) = Qu) 0 P(u) (2 r) + P() 0 Q1) (wcer) = 0
— (C) Soit x € Ker PQ(u). La relation obtenue via Bezout nous permet d’écrire

v = AP(u)(z) + BQ(u)()

eKer Q(u) €Ker P(u)
Enfin, pour généraliser pour » > 2, on peut le faire simplement de la maniere suivante. Soit P;,..., P, €
K[X] premiers entre eux. On a
Ker P ... P.(u) = Ker Py(u) @ Ker Ps... P.(u) = - - - = @ Ker P;(u)
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,—[Proposition IV.5.}

Soit P € K[X] (non constant) irréductible et prenons I'unique [ € N tel que P|p, et P71 py,
alors
Ker(P°(u)) C Ker(P(u)) C --- € Ker(P'(u)) = Ker(P*(u)) =

\. J

Preuve :
Les inclusions sont faciles a voir et donc c’est surtout le caractere strict ou égal qui nous intéresse. De
plus, P peut étre supposé unitaire.

o Soit k € N, si Ker(P*(u)) = Ker(P**1(u)) alors Vi > k Ker(P*(u)) = Ker(P'(u))

En effet, le résultat est vrai pour i = k; k + 1. Supposons le résultat vrai pour i — 1 avec i > k + 2
et montrons notre assertion par récurrence.

Soit x € Ker(P'(u)), alors P! o P(u)(x) = 0 et donc

P(u)(z) € Ker(P" ' (u)) i Ker(P*(u))

Ainsi
P* 1 (u)(x) = P* o P(u)(x) =0

et donc z € Ker(P* 1 (u)) = Ker(P*(u))

o Avec I'égalité ci-haut en téte, il suffit de vérifier que Ker(P'"!(u)) # Ker(P!(u)) = Ker(P"*(u))

o Ecrivons j, = P'Q avec P A Q =1 (P est irréductible). On a alors

E = Ker(p,(u)) = Ker(P'Q(u)) = Ker(P'(u)) @ Ker(Q

Similairement

E = Ker(P'"'(u)) P Ker(Q

Ainsi

Ker(P'(u @ Ker(Q = Ker(P"(u @ Ker(Q
Ce qui oblige, vu que Ker(P!(u)) C Ker(P™*(u)), que Ker(P'(u)) = Ker(P!*(u))
o Par absurde supposons Ker(P'"1(u)) = Ker(P'(u)). Alors

E = Ker(P'(u)) P Ker(Q = Ker(P"'(u)) @ Ker(Q = Ker(P'"™'Q(u))

Et donc P1Q(u) = 0 ie. P'Q = p,|P1Q, ce qui est clairement faux

Remarque : En décomposant P en irréductibles, on obtient comme conséquence la généralisation sui-
vante :
Soit P € K[X] non constant et [ € N le plus petit entier tel que P! A i, = P*Y A pu,, alors

Ker(P°(u)) € Ker(P(u)) € --- € Ker(P'(u)) = Ker(P™(u)) =
CPGE
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,—[Proposition IV.G.J \

Soit u € L(F) avec dim E < 4+00. Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. u est diagonalisable.
2. u est annulé par un polyndme scindé a racines simples (dans K)

3. p, est scindé a racines simples.

\. J

Bien entendu, on possede un théoreme similaire pour les matrices.

,—[Proposition IV.7.} \

Soit A € M,,(K). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. A est diagonalisable.
2. A est annulé par un polynéme scindé & racines simples (dans K).

3. pa est scindé a racines simples.

\. J

— (1) = (2) A est diagonalisable, il existe donc A,..., A\, € K tel que que A est semblable a D =

diag(A1, ..., A,). Notons dy,...,d, tous les scalaires \; en enlevant les doublons et considérons le
T

polynéme scindé a racines simples P(z) = H(X — 0;). On peut facilement vérifier que
i=1

P(D) = diag(P(\),...,P(\,)) =0

— (2) = (3) Soit P un polynoéme scincé a racines simples annulant A. On sait que pa|P (P # 0 et pa
non constant), donc p4 est bien scindé a racines simples.

r

— (3) = (1) Eerivons 4 = [J(X — M) avec les \; distincts. On a alors d’apres le lemme de décom-

i=1
position des noyaux
E = Ker uy,(u) = @Ker(u — A\ 1d)
i=1
Considérons pour tout i, 5; une base de Ker(u— \; Id) puis posons 5 = (51, ..., ) la concaténation
Ay,
de ces bases. § est une base de E. On a alors [A]z = et donc A est bien

)\T[lr

diagonalisable.

Exemple : Soit A € M,,(C) tel que A™ = I,, alors A est diagonalisable étant donné que

X"—1= ][] (X -w)

wEUm

est un polynéme annulateur de u scindé a racines simples sur C.

En pratique, pour des corps algébriquement clos tel que C, tout polynéme est scindé, donc dire quun
polynome P non constant est scindé a racines simples est équivalent & ce que P A P’ = 1 ou a ne pas
avoir de racines multiples i.e. ne pas avoir de racine commune a P et P’. Dans I’exemple précédant, si

m > 2, alors Z(mX™ ') = {0} et 0 n’est pas racine de X™!. De méme

X" —1AmX" = (X" = AX" = (X" -1 - X x X"THAX" =1
CPGE
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Finalement, la notion de diagonalisabilité passe aux sous-espaces. Plus exactement :
Proposition IV.S.J

Soit u € L(F) diagonalisable et F' un sous espace vectoriel de E. Si u stabilise F' (i.e. u(F) C F)
alors v 1= u]? est diagonalisable.

Preuve : Soit P un polynome scindé a racines simples tel que P(u) = 0. On a alors P(v) = 0, v est
annulé par un polyndéme scindé a racines simple, c¢’est donc un endomorphisme diagonalisable.
Remarque :Pour les endomorphismes diagonalisables, les espaces stables et Com(u) = {v € L(FE), vou =
uo v} sont faciles a caractériser. On peut voir cela a partir des deux exercices ci-dessous.

r—[Exercice IV.9.] N

Soit u € L(F) diagonalisable de valeurs propres A, ..., A, distinctes. Montrer que les proposi-
tions suivantes sont équivalentes

1. F' C F est un sous-espace vectoriel de F stable par u.
2. FF= @F N Ey, -
i=1

3. Il existe une famille (F});cpi,5) de sous-espaces vectoriels de E telle que pour tout i € [1; 5]

F, C Eyuct F=@F.

=1

r—[Exercice IV.lO.} \
Soit u € L(FE) diagonalisable de valeurs propres A, ..., Ay distinctes et soit § une base de E
A1y, 0
telle que [u]z = ,avec (ly,...,l5) € [1;n] tel que iy +...1; =n.
0 Asly,

Montrer que

Ay 0
Com(u) = {v e L(E), I(A1,...,A;) € My, (K) x - x M, (K), [v]s = '

0 A,

En déduire une autre solution de 'exercice I11.5.
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3.

CPGE

Compléments : projecteurs spéctraux et codiagonalisation
,—[Proposition IV.11.} \
Soit u € L(F) diagonalisable de valeurs propres Ay, ..., A, distinctes. Les propositions suivantes

sont vraies.
s

L p = H(X —Ai)

i=1
2. Soit (L;) les interpolateurs de Lagrange des ();), i.e. pour tout i, L; est 'unique polyndéme
de degré r — 1 tel que pour tout k #i L;(A\y) =0et L;(N\;) =1.0Ona L;+---+ L, =1
3. En posant p; = L;(u). Alors p; est le projecteur sur E), , parallelement a @ B
i

J

r—[Exercice IV.12.] \

. La proprosition IV.5 donne le fait que pu,, est scindé a racines simples car u est diagonalisable. Ainsi,
S

il existe d1,...,d, € K deux a deux distincts tels que p, = H(X — ;) ou les \; sont distincts. De
i=1
plus, d’apres la proposition IV.2

VA €K, pa(A) =0 <= X € VP(u)

et donc finalement 4, = [[(X — \)

=1

. Posons P = Ly +---+ L, — 1. Alors pour tout i € [1;7] P(\;) =1—1= 0. Ainsi, étant donne que

S

(X)) = JI[(X = Xo), ptu|P et deg P < r—1et alors P =01i.e. Ly +- -+ L, = 1. Finalement, pour

=1
tous i # j et tout k € [1;7], L;L;(A\x) = 0 et donc pour tous ¢ # j et tout k € [1;r], (X — \¢)|LiL;

. Soit j € [1;7r] et x € Ej, . On a pour tout ¢ € [1;7], Li(u)(x) = Li(\;)z = 0; ;7. En considérant

pour tout ¢ € [1;r], 5; une base de E), ,, on voit que pour tout j € [1;7], pour tout i € [1;r] et
e€ B, Li(u)(e) =esii=jet0sinon. On a aussi clairement L;(u)o L;(u) = L;(u), d’ou le résultat.

Soit S C L(F) un ensemble non vide d’endomorphismes diagonalisables de E. Montrer que
les éléments de S sont codiagonalisables (c’est a dire que leurs matrices sont toutes diagonales
dans une méme base) si et seulement si ils commutent tous deux a deux, i.e.

Y(u,v) € S%, uov=vou

r—[Exercice IV.13.] \

Soit K un corps de caractéristique différente de 2 et m,n > 1. Montrer que s’il existe ¢ :
GL,,(K) — GL,(K) morphisme de groupes injectif alors m < n. En particulier, si GL,,(K)
et GL,(K) sont isomorphes alors m = n.

r—[Exercice IV.14.] \

Dans cet exercice, on suppose que K = C. Soit u € L(E) tel que u? soit diagonalisable. Montrer
que u est diagonalisable si et seulement si Ker u = Ker u?.
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V Polynome caractéristique

1. Généralités

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 1 et u € L(E).
,—[Proposition V.l.}

1. Soit A € K. X est une valeur propre de u si et seulement si det(u — A1d) =0

2. Si A et B sont deux matrices de M,,(K) semblables, alors det(A — X 1,,) = det(B — X1,,).
En particulier, la quantité det([u]z — XI,,) est indépendante de la base §. On appelle
alors polynome caractéristique de u le polynéme

Xu(X) = det(X 1, — [u]g) = (—1)" det([u]s — X1,,)

Preuve :

1. A€ VP(u) <= Ker(u — A1d) # {0} <<= wu—AIdgGL(E) <= det(u—A1d)=0

dimension finie
2. det(PAP™! — X 1d) = det(P(A — AId)P~!) = det(P) det(P~') det(A — X Id) = det(A — X 1d)

Remarque : le point 1 se reformule de la maniere suivante
A € K est une valeur propre de u <= x,(\) =0

En particulier, lorsque K = C, x,(X) = I (X —4)% ou Vs € VP(u), ls > 1.
0eVP(u)

Attention : y, peut avoir des racines non contenues dans K. En effet, si on considere une matrice de

-1
0 ), on a i (X) = X? + 1. Ce polynéme admet deux racines complexes

rotation d’angle 7, M = 1 0

mais aucune racine réelle.

Astuce utile : Un calcul explicite nous permet d’affirmer que
det(XI, — A) = X" —tr(A)X" ... 4 (=1)"det A
En particulier, il est bon de retenir les formules suivantes
— Lorsque n =2, ya(X) = X% —
— Lorsque n =3, ya(X) = X3 —Tr
o Cy(A) = |11 112

Q21 A2

Tr(A)X + det A
(A)X2 + Cy(A)X — det A

12 Qa3 aix a3
+ lorsque A = (i ;)i jeq:3]-
32 as3 azyp ass

Notation : Pour tout u € L(FE), on désigne par Speck(u) la liste non ordonnée des valeurs propres de
u qui sont contenues dans K en prenant compte de leurs multiplicité dans x,, c’est a dire que Speck(u)
peut étre vu comme un ensemble mais contrairement a un ensemble usuel, un élément peut étre compté
plus d’une fois et contrairement aux k& — uplets 'ordre n’est pas pris en compte. Par exemple, lorsque
Speck(u) contient deux fois 1 et une fois 2, nous noterons Speck(u) = [1,1,2].

Parfois, par abus de notation, on pourra voir Speck(u) comme un ensemble normal aussi.

Exemple : Si A = diag(\1,...,\,) (pas forcément distincts) alors xa = [I7(X — \;) et Speck(A) =
A1, A

Attention : En général, Specg(u) C Specc(u).

CPGE

paradise 17/54


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

Mathématiques en MP* d’apres un cours au lycée Louis-le-Grand

Proposition V.Z.J

Lorsque K = C, pour tout A € M,,(K), si Specc(A) = [A1,..., ] alors Tr(A) = A\ +---+ A,
et det A=\ ...\,.

Preuve : Soit A € M,,(K). On a

Va(X) = det(X T — A) = T[(X = As) = X" = Tr(A) X" 4 -+ + (= 1) det(A)

i=1

En identifiant les coefficients de 1'avant dernier terme et du dernier terme, on trouve bien que Tr(A) =

Exemples :
1. Si A = (ai;)ijeqi:n] €St une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) alors

n

xa(X) = [1(X —ax)

i=1

0 —Aayg
2. Soit P(X) = X"+ ap X" 4+ +ag e K[X] et Cp= |+ C | e Mu(K).
- 0 —An—2
1 —Qp-1

On a x¢, = P. On appelle Cp la matrice compagnon de P.
La preuve (classique) de ces deux points se fait par récurrence en développant suivant la premiere colonne.

r—[Exercice V.3.] \

Soit A € M, (K). En utilisant la base (Ey)rjcizn] = ((0ix051)ijepm]), trouver le polynome
caractéristique de

n Mu(K) — M,(K)
A x — XA

,—[Proposition V.4.}

F
Soit F' un sous-espace vectoriel de F stable par u. Posons v = u‘F Montrer que X |Xu-

Preuve : Considérons (1 une base de F' qu’on compleéte en une base § = (81, 52) de E. On a alors

(X Td—ulg = <[X Ido_v]ﬁl X1c>1k —B>

ot B € Mg, (K). On a alors x,(X) = xo(X)xp(X) (on rappelle que le déterminant d’une matrice
triangulaire supérieure par bloc est le produit des déterminants des blocs diagonaux). Ceci donne bien le
résultat voulu.

2. Caractérisation des endomorphismes diagonalisables

Dans cette sous-partie, nous allons présenter des moyens de dire si un endomorphisme est diagonalisable
ou nom.
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r—[Déﬁnition V.5.]

Soit u € L(E) et A € Speck(u).
1. La multiplicité algébrique de A est sa multiplicité en tant que racine de x,, notée ().
2. La multiplicité géométrique de A est 3,(\) := dim E),,

S’il n y a pas d’ambiguité sur 'endomorphisme wu, on pourra les noter a(\) (ou avy) et S(A) (ou
B) respectivement.

,—[Proposition V.G.J \

Soit u € L(F). Les propositions suivantes sont vraies.
1. Pour toute valeur propre A de u, ay,(A) > Gy (N).
2. u est diagonalisable <= y,, scindé et VA € Speck(u), a,(A) = Bu(N)

\. J

Preuve :
F
1. F = Ker(u — AId) est stable par u. Considérons v = u‘F Xo = (X — A1d)PWV ]y, d'ott B\ < aiy.
2. Soit u € L(E)

Ay
— (=) Soit f une base de E et Ay, ..., A, deux a deux distincts tels que [u]z =
Ib,I;,
avec A\i,..., A\, € N*. On a alors
(X =),
Xu(X) = det(X 1, — [u]g) = det
(X - An)Ilr

r

= [T(xX —\)-
i=1
De la, on voit bien que y, et scindé et pour tout ¢ € [1;7], I; = a,(N;) = Bu(N).
— (<) On a

= Y a= Y BU(A)Zdim( & E)

AEVP (u) AEVP (u) AEVP (u)

En en déduit donc que F = @ E ., i.e. u est diagonalisable.
AEVP (u)

Remarque : Soit A € M,,(K). Si x4 possede n racines distinctes dans K alors
— A est diagonalisable dans M,,(K).
— x4 est scindé a racines simples.
— VYA € Speck(A), ay =06\ =1

Remarque : En général, Pour deux matrices A, B € M,,(K), xa = xp n’implique pas forcément que A
est semblable a B. Toutefois, si A et B sont toutes les deux diagonalisables alors 'implication devient
vraie. Ceci car, dans ce cas,

Speck(A) = Specg(B) = [A1, .., A

donc A et B sont toutes deux semblables a diag(A1, ..., A,), A et B sont donc semblables par transitivité de
la relation d’équivalence matricielle. Notons aussi que le fait d’avoir la diagonalisabilité pour uniquement
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une seule d’elles ne suffit pas. En effet, pour le voir, il suffit de prendre A = 0 et B une matrice nilpotente
non nulle quelconque (par exemple strictement triangulaire supérieure non nulle), ces deux matrices
admettent X" comme polynome caractéristique mais ne sont clairement pas équivalentes.

Le théoreme suivant est I'un des plus utile en algebre linéaire
Théoréme (Cayley-Hamilton) V.7.}

Pour tout A € M,,(K), xa(A4) =0.

Remarque : Le théoreme ci-dessus est équivalent a dire que pour tout A € M,,(K), palxa.

Preuve : Plusieurs démonstrations sont possibles, on rencontrera notamment plusieurs dans ce cours.
On présentera ici une basée sur le changement de corps. On considérera dans cette démonstration que
K =R ou C et on posera L := C. Noter que cette démonstration est généralisable a d’autres corps si on
connait un peu de théorie d’extension de corps (c.f. section Bonus sur 'existence d'une cloture algébrique
qui est en particulier un surcorps qui scinde tout polynéme).

Remarquons d’abord que y4 est indépendant du corps de référence. On peut donc sans souci travailler
dans M, (IL) et montrer que dans L, x4(A) = 0. Montrons cela dans M,,(LL).

Dans L, pay, (le polynéme minimal de u dans L[X]) et x4 sont scindés et leurs racines sont exactement
les mémes (il s’agit des valeurs propres de A dans LL). Notons alors Ay, ..., A4 les valeurs propres distinctes
de A. On a alors

S S

par = JI(X = X)" et xa = [T(X = X)™
i=1 i=1
Il suffit maintenant de montrer que Vi v; < a;, car une fois cela fait, on aurait 41|y et donc xa(A) = 0.
Par symétrie des roles des ;, il suffit de montrer que 7; < «;. Soit u € L(IL™) I'endomorphisme associé
a A dans la base canonique. De méme, E désignera désormais IL". Posons

F =Ker(u—MNId)" H=Ker(u—\Id)"
i=2

d = dim(F) v = u’F

Remarquons que v est bien défini car F' est stable par u. Soit $; une base de F' et (3, une base de H.
B = (p1,P2) est une base de E et
(B 0
[u]ﬁ —\o C

Soit pup et pe les polynomes minimaux de B et C' respectivement. Par souci de clareté, nous procédons
point par point.
e v est annulé par (X — A1), donc pup|(X — A1), ie. il existe p € [1;71] tel que pp = (X — A\p)P.
« De méme, [J(X — A;)" annule C, donc pc [JJ(X — N\)7.
i=2 1=2
« De plus, on a pour tout P € L[X], P annule u si et seulement si P annule B et C, ie. P €
(ug) N {pc) = (up V o). Le polyndme unitaire de plus petit degré vérifiant cette propriété est
pe V pp, done

S

[I(X = X)" = pu = po V s = ppc = (X = M)Puc
i=1
On a alors (X — A" [(X — A\)Puc et e A (X — M) =1, done (X — X)) [(X — A\)P, donc 1 < p
(et aussi 1 > p), donc 1 = p, et alors up = (X — A\)7.
e La matrice N = B — Ay Id est nilpotente d’indice de nilpotence ;. En particulier, on dispose de
X € L% tel que N™71X # 0. Ainsi, 1 < d car (X, NX,...,N"71X) est libre et ne peut donc
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pas contenir plus de d éléments (pour le montrer, il suffit de considérer une combinaison linéaire de
cette famille non triviale et d’appliquer un nombre suffisant de fois N).

o La seule valeur propre de N est 0 car si X\ # 0 est une valeur propre de N et X un vecteur propre
associé, 0 = NMX = A" X ce qui est absurde. De plus, yn est de degré d, unitaire scindé dans LL
et admet uniquement 0 comme racine donc yy(X) = X%

e Le point précédent nous permet d’écrire

xB(X) =det(XT — B) = det((X — M) — N) = xp(X = \) = (X = \)¢

e Pour conclure, on a
S

(X = A = x5(X)xa(X) = [T(X = x>

i=1

et alors d < «y et finalement v, < d < aq, ce qui est bien le résultat recherché.

r—[Corollaire V.S.J N

Soit u € L(F). Les propositions suivantes sont vraies.
1. deg(pu) < n
2. Les facteurs irréductibles de p, et x, sont exactement les mémes a puissance pres.

3. Xultl et Zx(pu) = Zx(xu) = Speck(u).

Remarque 1 : Dans le cas particulier o K = C, le point (2) est équivalent a dire

Xu(X) = JT(X =X et pa(X) = [T(X = )™
i=1 i—1
ou \; distincts et pour tout i € [1;7], 1 < < a.

Remarque 2 : Ce résultat est vrai méme pour K égal a un corps quelconque, pas forcément égal a R ou
C (vois partie bonus).

Applications :

— Soit A € My(K). Si Tr(A) = 0, alors A? est une homotétie. En effet, 0 = x4(A) = A% — Tr(A)A +
det(A)l, = A% + det(A) I, et alors A% = — det(A) L.

— Soit A, B € M,(Z) tel que det A Adet B = 1. Alors 3U,V € M,,(Z) tel que UA+ VB = I,.
En effet, x4(A) = 0 nous donne que

A" (Tr A)A" 4o A+ (=1)"det A- I, =0

i.e.
det A- I, = Ax (=1)"" (A" + (Tt A" 2 + -+ + 1 1,,)

UeMy(Z)

De la méme maniere, il existe V € M,,(Z) polynéme en B tel que det B - I,, = V B et finalement
d’apres Bezout, on dispose de a,b € Z tel que a-det A+ b-det B = 1 ce qui permet de dire, en
multipliant par I,, des deux cdtés que (aU)A + (bV)B = I,

Dans ce qui suit, on aura besoin du lemme suivant, qui est souvent assez utile.
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r—[Lemme V.9.]

Soit u € L(E), e Ket k>2,ona

Ker(u — A1d)* = Ker(u — A1d) <= Ker(u — A1d)? = Ker(u — A1d)

\. J

Preuve

— (<) Soit k>2etz € E,ona

(u—Ad)F(z) =0 = (u—A1d)? o (u — AId)*2(z) =0
— (u—Ad) o (A—AId)"2(z) =0
— (u—Ad)*Yz)=0

En itérant ce procédé k — 1 fois, on obtient que
(u— M) (2) =0 = (u— A1) Hz) =0 = --- = (u—AId)(z) =0
On en déduit donc que Ker(u — A1d)* C Ker(u — A1d), i.e. Ker(u — A1d)* = Ker(u — A1d).
— (=) On a clairement
Ker(u — A1d) € Ker(u — A1d)? C --- C Ker(u — A1d)*

Le fait que Ker(u — AId)* = Ker(u — A1d) implique que toutes ces inclusions sont des égalités, et
en particulier que Ker(u — A1d) = Ker(u — A1d)?.

r—[Exercice V.10.]

Soit A € M,,(K) avec x4 scindé. Montrer que

A est diagonalisable <= VA € Speck(A), dimKer(A — \I,,) = dim Ker(A — \I,,)?

VI Trigonalisation

1. Généralités

Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Définition VI.1.]

On dit que u € L(F) est trigonalisable s’il existe § base de E tel que [u]g est triangulaire

supérieure.
Remarque : Soit 3 = (ey,...,e,) est une base de E. [u]z est triangulaire supérieure si et seulement si
u stabilise le drapeau associé a [ i.e. Vk € [1;n], u(Vect(e, ..., er)) C Vect(es, ..., ex)

Définition VI.2.}

On dit que A € M,,(K) est trigonalisable s’il existe P € GL,(K) tel que P~*AP soit triangu-
laire supérieure.
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a1 *
Remarque : Soit A € M,,(K). Lorsque A est triangulaire supérieure, notons A = , on
0 Onn
a Speck(A) = [a11, - .., any). La preuve de ce résultat est laissée comme exercice au lecteur.

,—[Proposition VI.3.}

Soit A € M, (K) et u € L(E).
1. A est trigonalisable <= f4 : X — AX est trigonalisable

2. u est trigonalisable <= Il existe § un base de E tel que [u]s est trigonalisable <=
pour tout base § base de E, [u]s est trigonalisable.

ann * b1y *

3. Soit A = et B = Si A et B sont semblables, alors
0 Ann 0 b

(@11, ..., anp) et (by1,...,b,,) sont égaux & permutation pres, soit, avec nos notations,

(@11, .-y Qnp) = [b11, - -+, bun] (= Speck (A) = Speck(B)).

\.

J

Preuve : La démonstration est facile est laissée au lecteur (elle est tres similaire a celle sur la diagonali-
sabilité).

,—[Proposition VI.4.}

Soit u € L(F). Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. u est trigonalisable
2. xu est scindé
3. pu, est scindé
4. 3P e K[X]\ {0}, P(u) =0 et P est scindé

En particulier, sur un corps algébriquement clos tel que C, tout endomorphisme est trigonali-

sable
Preuve
)\1 *
— (1) = (2) Si u est trigonalisable donc on dispose de 3 base de E tel que [u|z = et
0 An
alors
X =)\ * "
Xu(X) = det([X Id —u|g) = det =[x —N)
0 X-x/)

X« est donc bien scindé.
— (2) = (3) tu|Xu, donc p, est aussi scindé.
— (3) = (4) 1l suffit de prendre P = p,.
— (4) = (1) Procédons par récurrence forte sur n, la dimension de E.
o Le casn =1 est évident.
 Soit n > 2. Supposons que pour tout k € [1;n], la propriété soit vraie. u,|P, donc pu, est aussi

scindé. p,, admet donc une racine A. Considérons F' = Ker(u — A1d) # {0} et 5, une base de
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F qu’on compléte en une base § = (1, 52) de E. On a alors

o= (N 5) et aonco=ptals = ("GN o)

Donc P(B) = 0. B € M;(K) (avec | < n—1) est annulé par un polynéme scindé, on peut donc
appliquer '’hypothese de récurrence et dire que B est trigonalisable. 11 existe donc @) € GL,;(K)
tel que T := QBQ™! soit triangulaire supérieure. Finalement,

]y = Ald «) (Id 0\ (AId =) (Id 0 \ _(AId x
F=\Vo B/ \o @/\o B/\o @) \o T
cette matrice est triangulaire supérieure, donc u est trigonalisable.

Applications :
1. Soit u € L(F). Les propriétés suivantes sont équivalentes
— u est nilpotente.
— 1l existe une base § de E telle que [u]s est strictement triangulaire supérieure.
= Xu= X"
Pour montrer cela, il suffit de remarquer que le seul facteur irréductible de X% est X.
2. Soit A € M, (C) et P € K[X].

Specc(A) = [A1, ..., A\ = Specc(P(A)) = [P(M), ..., P(\)]

Cette propriété se démontre aisément en trigonalisant la matrice A et en utilisant le fait que le
spectre d’une matrice triangulaire est égal aux coefficients diagonaux de cette matrice.

r—[Exercice VI.S.} N

Soit u € L(C™). Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.
1. u est nilpotent
2. Vk € [1;n], Tr(u*) =0
3. VP € K[X], Tr(P(u)) = nP(0)

r—[Exercice VI.G.J \

Supposons que K = C.

1. Trouver toutes les classes de similitudes des matrices suivant les valeurs de 4 et x4 pour
A e M, (C) lorsque n =2 et n = 3.

2. En déduire que pour tout A, B € M,,(C),
— Pour n =2, uy = up <= A~ B.
— Pour n =3, (ua = pp et xa = xB) < A~ B.

3. Trouver un contre-exemple des propriétés précédentes dans n = 4.

r—[Exercice VI.7.] \

Soit S C M, (K) un sous-ensemble non vide de matrices trigonalisables qui commutent deux
a deux. Montrer qu’il existe P € GL,(K) telle que pour tout A € S, PAP™! est triangulaire
supérieure.
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2. Décomposition de Jordan-Dunford

,—[Proposition VI.S.} \

Soit u € L(E). Supposons que X, soit scindé, i.e. qu'on peut écrire 1, (X) = [J(X — \;)7 et

=1
7

xu(X) = JJ(X = \)* avec les \; distincts. posons Fy, = Ker(u — A\;1d)” = Ker(u — A; Id)*.
i=1
Les propriétés suivantes sont vraies.

1. F), est stable par u et est de dimension «;.

2. E=@F,
i=1

Fy

3. u

"= X Idg, +Ny, ot Ny, € L(F),) est nilpotent.

7

Fy

Vocabulaire : On appelle F), 'espace caractéristique de u associé a A;.

En considérant pour tout ¢, ; une base de F), ou {u ‘] est triangulaire supérieure et 3 la concaténation
A ﬂ

de ces bases (qui est une base de F), on obtient que

A>\1 0 >\z *
[U}Igz ou A)\i: GMQZ.(K)

r

Remarquons lorsque x,, est scindé que Vi € [1;7], F,. = E), . si et seulement si u est diagonalisable.
Ceci étant vrai car

F\,u = Ey <= Ker(u — A1d) = Ker((u — A1d)*)
<= Ker(u — A1d) = Ker((u — A1d)?) <= u est diagonalisable

Le cas a; = 1 est facile et peut étre traité séparément par le lecteur. La derniere équivalence est vraie
d’apres 'exercice V.10. et 'avant derniere d’apres le lemme V.9.

Rassemblons maintenant tous les blocs diagonaux en une seule matrice D et de méme pour ceux nilpotents
(la partie strictement triangulaire supérieure) en N. En considérant §,v € L(E) tel que

)\1 'Ial O N>\1 0
[0]s =D = et [V]g=N = .
0 AL, 0 Ny

on obtient la décomposition suivante, appelée décomposition de Dunford.
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,—[Proposition (Décomposition de Dunford) VI.9.]

Soit u € L(FE) tel que Y, soit scindé. Il existe un unique couple d’endomorphismes (4, v) €
L(E)? telle que

—“u=0+v
— 0 est diagonalisable et v et nilpotente.
— § et v commutent.

De plus, § et v sont polynomiales en u i.e. il existe P, Q € K[X] tels que § = P(u) et v = Q(u).

Preuve : L’existence a déja été établie avant, il reste a montrer le caractere polynomial et 'unicité.
Remarquons d’abord que 0 € K[u] <= v € KJu]. Il suffit donc de le montrer pour § ou v, disons 4.
Reprenons les notations de la proposition, ainsi que celles considérées juste avant. Remarquons que

T
0 = Z)\ﬂri ou m; est la projection sur F),, parallelement a @F )« €t donc il suffit de vérifier que

1 i
m; € K[u] pour tout i. Par symétrie des roles des m;, il suffit de le montrer par exemple pour i = 1. Posons

P = H(X—)\j)aj, A=P(\)#0, B,=P —\

=2

-1
P3:<P2)n7 P4:P3_<_>\)n7 P5:

Sk

Pour voir que ces polynomes sont naturels a considérer, il suffit de voir la succession d’égalités ci-dessous.

Ad+N 0 N 0
0 —\1d
[P1(u)]p = . donc [Py(u)]s = y
0 0 0 -A1d
et donce
N" =0 0 —(=A)"1d 0
(=A)"1d . 0
[P3(u)]s = . ainsi [Py(u)]s = ,
0 (=A)"1d 0 0
finalement
1d 0
0
[P5(u)]p = . = [mlg
0 0

Ce qui nous donne bien le résultat voulu.

Montrons enfin 'unicité. Considérons (¢’, ') vérifiant les mémes propriétés que (§,7). On a
u=0+v=8+1ried—-8=v—-1
v et v/ commutent car v € K[u| et v/ commute avec ¢’ et alors avec 6'+1' = u. En posant v = §—¢" = v—/,
on obtient ,
U2n — Zn (2:> VkVIZn—k
CPGE

paradise 26/54


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

Mathématiques en MP* d’apres un cours au lycée Louis-le-Grand

sachant que Vk € [1;2n], soit k& > n soit 2n — k > n (on rappelle que l'indice de nilpotence de v et v/
est forcement inférieur a n), tous les termes de cette somme sont nuls. Ainsi, les seules valeurs propres de
v dans C sont 0, mais v est diagonalisable car il est égal a la somme de § et ¢ qui sont diagonalisables
et commutent entre eux car § est dans K[u| et ¢’ commute avec ' et donc avec ¢’ + 1/ = u et sont donc
codiagonalisables. On en déduit donc directement que v = 0, i.e. (§,v) = (¢’,2'), d’ot "unicité de § et v.

r—[Exercice VI.lO.] \
Résoudre les équations suivantes.
1 00
1. X2=10 4 0| dans M3(R).
009
a’> 1
2. X? = (0 a2> dans M5(C) avec a € C.
110
3. X2=10 1 0| dans M3(R).
0 01
r—[Exercice VI.ll.} \

Soit u € L£(C™). On consideére 'application

%:{E(C”) — £(C™)

(% > UOoOUVU —VOoU

Montrer que u est diagonalisable si et seulement si ¢, est diagonalisable.

r—[Exercice VI.12.] N

Soit u € GL,(C). Montrer que u admet une racine, i.e. qu'il existe v € GL,(C), v* = u.

,—[Proposition (Décomposition de Jordan 1) VI.13.} \

Soit v € L(FE) nilpotent. Il existe une base § de E tel que

0 1 0
Jll O o o
[v]g = ou vk € [1;s], Jx = - € M (K)
0 Jls -1
0 0

avec ly, ..., ls € [Lin] et Iy +---+ 1 =n.

\. J

Preuve : Soit u € L£(F) nilpotent, il est clair qu’il existe p > 1 tel que p,, = X? pour un certain p > 1

(en effet, u est annulé par X' pour [ assez grand, donc y,|X?).
Montrons le résultat par récurrence forte sur la dimension n de F.

— Le cas n =1 est évident.
— Soit n > 2 tel que dim £ = n. Supposons que le propriété soit vraie pour tout k € [1;n]. Soit
z; € E\ {0} tel que u?~!(z;) # 0. En posant F,, = Vect(zy,...,u?"!(x1)) (remarquons que cette
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famille est libre, c’est donc une base de Fy,), on voit que F, est stable et

Fyy

Fyy

Notre intuition est de trouver un supplémentaire de F, stable par u et lui appliquer 'hypothese
de récurrence. Voici comment nous allons procéder

e La famille (zy,u(x1),...,uP" (x1)) est libre, on peut donc considérer ¢ : E — K une forme
linéaire telle que p(uP~1(x;)) = 1 et pour tout k € [0;p — 2], ¢(uF(x;)) = 0.
« A partir de ¢ on construit application linéaire suivante

{E — K
Ty G ), o)), 6y))

et on pose [ = Ker ¢.
o F est stable par u. En effet, on a pour tout y € F

ply) = 0=k € [0;p — 1], u*(y) =0
— Yk € [0;p — 1], u*(u(y)) = 0 (car u? = 0)
= u(y) € F
« ¢ est surjective. en effet, pour tout k € [0;p — 1], o(u*(z1)) = (6 )icfop—1] donc pour tout
(ag,...,a,—1) € K?
olagu’(z1) + -+ + ap 1w’ (21)) = (ag, ..., ap 1)

p—1
« FNF, ={0}. En effet, pour tout y € F,,, en posant y =y := Y _apu*(z;), on a
0

oly) =0=0=¢ (Zum) = (a0, -, Gp1) =5y =0

donc F' et F}, sont en somme directe et par la formule du rang dim F' = dim Ker ¢ = dim £ —
dimImp =n —p, et alors dim F,, +dim F' =n =dim F. I’ et F,, sont donc supplémentaires.

F
e Pour finir, on voit que w = u‘F est aussi nilpotente, on peut donc appliquer I'hypothese de
récurrence a w sur F' ce qui nous donne bien le résultat voulu.

Remarques :
— Lorsqu’on ajoute la condition {; > --- > [ > 1, cette décomposition est unique, i.e. s’il existe une
autre base 8’ de E, ou n est de la méme forme avec m; > --- > m, > 1 les tailles respectives de

ses blocs (Ji)repy], alors r = s et Vi € [1;s], I; = m,.
Pour s’en convaincre, notons

Vie N* F(i) = [{k € [1;s], lx =i} et G(i) = |{k € [L;7], mp =i}
Il est aisé de vérifier que
Vr € N*Vk € NdimKer(JF) = min(k,r)

Ceci permet donc d’affirmer que

Vk € N* dimKer(u ZF iymin(k,1) ZG ymin(k,1)
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Ainsi, F' = G (Il suffit de considérer par absurde le 1-er indice ¢ € N* ou F'(i) # G(i) pour tomber
sur un contradiction) et donc on a notre unicité.

— Remarquons que le bloc associé au sous espace F}, a la plus grande taille des blocs. En effet la taille
du bloc correspond a la dimension de ce sous espace, dim F,, = p et la dimension de tout espace
défini de la méme maniére (en itérant u sur un élément de F) est de dimension au plus p.

,—[Proposition (Décomposition de Jordan 2) VI.14.} ,

Soit u € L(FE) tel que x, est scindé dans K. Notons Ay, ..., A, les valeurs propres distinctes
(comptées sans multiplicité) de u. Il existe une base 5 de E telle que

)\1 . Ili + Al 0 Jli O
[ulg = avec A; = .
0 )\T'Ilg_ + A, 0 Jlé_,
ol pour tout ¢ € [1;7], s; € N*et Ii > -+ > l; > 1. De plus, cette écriture est unique a

permutation des blocs A\ilji + A; pres.
On appelle cette décomposition réduction de Jordan de wu.

Remarque : Certains auteurs n’exigent pas les inégalités sur les tailles des blocs dans la réduction de
Jordan. Cela ne change que la partie unicité de ce théoreme.

Exercice VI.15.J

Soit A € M,,(C). Montrer que dim Com(A) > n.

VII Endomorphismes cycliques

Cette partie hors programme est assez classique. En effet, elle revient dans un nombre considérable
d’exercices d’oraux et de sujets d’écrits, voir par exemple Centrale Math 1 2019, ou l'intégralité du sujet
portait sur les endomorphismes cycliques. Les éleves (dont ceux des MP* de Louis-le-Grand) ayant vu
cette notion étaient tres avantagés par rapport aux autres cette année la.

Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie n > 1.

~ Définition VII.1.] \

Soit u € L(FE) et x € E'\ {0}. On appelle espace cyclique engendré par x pour u le sous-espace
vectoriel défini par
F,. = Vect{u* (), k € N}

On le notera aussi F), lorsqu’il n y a pas d’ambiguité sur u.
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,—[Proposition VII.Z.} \

Soit u € L(FE) et x € E'\ {0}. Les propositions suivantes sont vraies.
1. F,, est le plus petit sous-espace vectoriel de E stable par u contenant x.
2. Soit p = max{k € N*, (x,u(z),...,u*"1(x)) est libre}. 8 = (z,...,uP~(z)) est une base
de F .

Fa:,u

3. Il existe P € K[X] unitaire tel que [u

] = ('p la matrice compagnon associée a P.
B

4. P est le générateur normalisé de H, , = {Q € K[X], Q(u)(z) = 0}, i.e. P est 'unique
polynéme unitaire tel que H, , = (P) := P -K[X]. On appellera P le polynéme minimal
(de u) en x et on le notera i, ,, ou p, s’il n y a pas d’ambiguité sur u. De plus, fiz .|ty

\. J

Preuve
1. Clair (il suffit de I'écrire).
2. B3 est libre par définition. Montrons par récurrence forte que VI € N u!(x) € Vect(S).
— La propriété est évidente pour [ € [0;p — 1].

— Soit [ > 1. Supposons que la propriété soit vraie pour tout k € [0;1—1]. Sil < p, la propriété est
vraie. Supposons donc que [ > p. Par définition, (x,...,u!(z)) est liée, il existe donc m € [0;(]
et (Aoy. -+ Am) € K*\ {(0,...,0)} tels que

m—1
() = A (z)
0
On a donc, par hypothese de récurrence

m—1 m—1
ul(x) = ulmm <Z )\kuk(:p)> = > MMt (2) € Vect(B)
0 0 €Vect(B)

ce qui est bien le résultat voulu.
p—1
3. [ est libre mais (3, u?(z)) ne l'est pas, il existe donc Ao, ..., A\p—1 € K tels que v?(z) = > _M\u*(z)
0

Fy

p—1
En Posant P := X? — Z/\kX kil est aisé de vérifier que {u
k=0

,u:| = CP.
B

T,u

4. Remarquons que le polynéme P retrouvé au point (3) est unitaire, de degré p et annule u en z.
Remarquons de plus que (z,...,uP~!(x)) est libre i.e. tout élément Q € H,, non nul doit étre de
degré supérieur a p. En particulier, si @) est le générateur unitaire de #H, , (existe car H, , est un
idéal non trivial), alors Q|P et @) et P unitaires (non nuls) et deg(P) = p < deg(Q) d’ou P = Q@ et
donc Hyp = (P).

—~ Définition VII.3.] X
On dit que u est cyclique lorsqu'il existe x € E'\ {0} tel que F, = E i.e. il existe x € E tel que
(z,...,u" (z)) est libre.

~ Proposition VIIL4.] .

Soit u cyclique et x € E\{0} tel que F, = E. Alors i, = fty = Xu

CPGE

paradise 30/54


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

Mathématiques en MP* d’apres un cours au lycée Louis-le-Grand

Preuve : Les trois polyndmes sont tous unitaires et ji, |1, |x, et donc il suffit de montrer que deg(p,) >=
n, ce qui est vrai car (z,u(z),...,u" 1(x)) est libre et donc aucun polynome de degré n — 1 ou moins ne
peut annuler w.

Fy
Remarquons qu’en prenant u quelconque, z € E \ {0} et en considérant v = u po on obtient que

T

Huz = Moz = Xo €t done, en particulier, deg(u,) = dim(F,).

r—[Exercice VII.5.} N

Soit w € L(F). On admettra qu'il existe x € E — {0} tel que piz = pt, (démontré dans un
exercice ultérieur)

1. Montrer que p, = X, si et seulement si u est cyclique.

2. Supposons que u est cyclique. Montrer que Com(u) = K[u] = {P(u), P € K[X]} et en
déduire que dim Com(u) = n.

3. On ne suppose plus que u est cyclique. Déduire de la question précédente que
dim Com(u) > n

4. Montrer que f, = X, si et seulement si Com(u) = K|u].

r—[Exercice VII.B.} \

Soit u € L(E). Montrer que y,, est irréductible si et seulement si les seuls sous-espaces vectoriels
stables par u sont {0} et E.
Au passage remarquer que, dans ce cas, tout élément non nul est cyclique pour u.

r—[Exercice VII.7 } N

Soit A € M,,(C).
1. Montrer que la dimension de chaque espace propre est égale a 1 si A est semblable a une
matrice compagnon.

2. En déduire que si A est diagonalisable, alors A est cyclique si et seulement si A possede
n valeurs propres distinctes.

r—[Exercice VII.S.} \

Soit P € Z[X] un polynéme unitaire de degré n et de racines (dans C, possiblement avec
répétition) Ay, ..., A\,

1. Montrer que Yk > 1, A\¥, ..., A* sont les racines d’un polynéme unitaire de Z[X] de degré
n.
2. En déduire que si |[\| = --- = |\,| =1 alors les \; sont des racines de I'unité.
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r—[Exercice VII.Q.] N

Dans cet exercice, on notera VP € K[X] et € E, P-x = P(u)(z) et uo = 1.

1. Soit z € E \ {0}. Supposons qu'il existe P,Q) € K[X] unitaires tels que p, = PQ et
posons y = @ - x. Vérifier que p,, = P

2. Soit z,y € E non nuls tels que p, A i, = 1. Montrer que fiz4y = figfly-
3. On ne suppose plus que p; A pr,, = 1. Montrer que qu’il existe z # 0 tel que p, = py V by

4. Montrer qu'il existe a # 0 tel que pour tout = # 0, uz|pe. En déduire que p, = iy, le
polynéme minimal de u.

\. J

Application : en utilisant le résultat de la derniére question, on peut démontrer le théoreme de Cayley-
Hamilton. En effet, considérons u € L(E) et z € E\{0} tel que p, = . F, étant stable, 1, = iz = Xo|Xu

Fe
ot v =u| . On en déduit donc directement que Xu(u) = 0.

Une autre maniere similaire de démontrer Cayley Hamilton sans le résultat de la derniere question est de

Fy
voir que pour tout z € E\ {0}, F, étant stable, u, = xu|xu 00 v = u o On a alors pour tout x € E'\ {0},
Xa(u)(2) = 0, Le. xa(u) = 0.

VIII Reéduction et topologie

1. Normes, valeurs propres

On suppose dans cette partie que K =R ou C.
,_[Rappel VIII.1.] \

On suppose que E = M,,(K). Soit ||.|| une norme sur K”. On peut définir une norme sur £,
appelée norme d’opérateur, par

AX
Al = sup lAX]| = sup JAx] = sup 1A
1x]I=1 B! xer\{oy [ X1l
Remarque : cette norme vérifie les propriétés suivantes
= ([l = 1.
— VA, B € M (K), [[|ABI[| < [[|A[ll < |[[B]ll
— VA e M,(K), sup [N <]|||A]ll
AeSpeck (A)

,—[Proposition VIII.2.} \

Soit A = (aij)me[[l;nﬂ € Mn(K) On a VP(A) C U Bf (akk, Z |akj|>.

k=1 j=1j#k

\. J

Preuve : Posons H = U By (akk, Z\akj\) Soit A &€ H, alors

k=1 j=1

VE € [1;n], X —aw| > D |a]
=1, i#k
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D’apres Hadamard (voir le chapitre des systémes linéaires), ceci est équivalent a dire que la matrice A— AT
est inversible et que donc A n’est pas une valeur propre de A.On en déduit donc bien que VP(A) C H.

Application : En utilisant ce résultat, on peut redémontrer le résultat sur les racines d’un polynéme vu
au chapitre 1. En effet, considérons P € K[X] et soit A = Cp. On a bien entendu

P(X)=xa(X)=X"+ a1 X" "+ + X + o

On a donc, en utilisant le résultat ci-dessus
n—2
Z(P) = Speck(A) C | Bs(0,1+ |ag]) U By(an-1,1)
k=0
i.e. pour toute racine A de P, on a l'inégalité

Al <14+ max |ag
ke[0;n—1]

Exercice VIII.3.]

Soit F'un fermé de C. Montrer que F' = {A € M,,(C), Specc(A) C F} est fermé dans M,,(C).

Application : M,,(R) est fermé dans M,,(C), donc en appliquant le résultat de cet exercice, on a que
{A € M,(C), Specc(A) C R} est fermé dans M,,(C). De plus, on a

{A e M, (R), A est trigonalisable} = {A € M,,(R), xa est scindé}
T

proposition VI.4

={A € M,(C), Specc(A) C R} N M, (R)

On en déduit donc que l'ensemble des matrices de M,,(R) trigonalisables s’écrit sous forme d’une inter-
section de deux fermés, c’est donc un fermé dans M, (R) et M,,(C).

2. Diagonalisation a ¢ pres

,—[Proposition VIII.4.}

Soit A € M,,(C) et Ay, ..., \, les coefficients diagonaux d’une trigonalisation de A. Pour tout
A1 bi;

e >0, il existe P € M,,(C) tel que P'AP = avec Vi # j |by;] < e.
0 An

\. J

Preuve : Soit 5 = (by,...,b,) une base de trigonalisation de A dans M, (C) i.e. une base telle que

A1 Qi
A =QAQ " = .
0 An
avec () la matrice de la base 8. Soit p > 0, posons 5, = | by, —, ..., — |. B, est aussi une base de M,,(C).
p p"
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La matrice de A dans cette base s’écrit

A c
el p‘Z—J|
V,QAQ 'V, = |
0 An
. 1 . . S,
avec V,, = Diag | 1,—, ..., - | Il suffit ensuite de prendre p assez grand pour qu’on ait pour tout ¢ # j,
p P
|ai] <e
p

Exercice VIII.S.}

Soit A € M,,(C) tel que Spec(A) C B(0,1). Montrer que A> —— 0.

p—+00

Remarque : La propriété connue |||AP|||'? — p(A) = sup{|A|, A € Specc(A)} dans C permet de

pP—00
rapidement en conclure aussi.

Exercice VIILSG. |

Soit A € M,,(Z) tel que Specc(A) C B(0,1). Montrer que A est nilpotente

3. Densité des matrices diagonalisables

Proposition VIII.7.}

Q={A e M,(C), A possede n valeurs propres distinctes} est dense dans M,,(C).

Preuve
)\1 *
Soit 3 une base de C" tel que [A]; = PAP™! = avec P € GL,(K). Considérons alors (A,)
0 An
la suite de matrices vérifiant
L 0
p+1
VpeN,A, = A+ P! P
1
0
p+n
On a alors
1
—_— 0
p+1
Vp € N, [Ap]ﬁ = [A]ﬁ +
1
0
p+n
On remarque que On a Specc(A) = [A1, ..., A\,]. A partir de 14, il y a deux moyens de conclure.
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Méthode 1 : Considérons le polyndéme non nul

‘ , 1 1 , . .
P = TTX + (X +.) (vt N ) - I+ DO+ = X) 7 =)

Il est clair que si A, n’admet pas n valeurs propres distinctes alors P(p) = 0. P n’a qu’un nombre fini de
racines et donc a partir d'un certain rang A, admet toujours n valeurs propres distinctes. Finalement

! 0
p+1
A=A+ P! P—— A
1 p—+00
0
ptn

—0
p—r—+oo

d’ou le résultat recherché.

1 1
Méthode 2 : Posons § = 5min{|/\i—)\j|, i # jet N # A} > 0etsoit k€ N* tel que 7 < J.

Supposons par 'absurde qu’il existe deux termes diagonaux de [A,]s égaux, il existe donc i # j tel que

1
/\i+m:/\j+m. Deux cas se présentent
— N = A; et donc 0 = |\; — A L 17&0 i est absurd
i = Aj €L AONC U = |[A; — Aj| = |7 - ce qui est absurde.
! Tolitk 4k q
1 1 i —Jjl

= <

— X\ # Ajetdonc 6 < |\ —\j| = z'—i—k:_j—i-k Gt k<)) < § ce qui est absurde.

1
k

En en déduit donc que pour tout p > k, A, admet n valeurs propres distinctes, et A4, — A, d’ou le
p——+o0

résultat voulu.

Conséquence : D’apres la question 1 de I'exercice VII.4, pour tout u € L(E), x, = p, implique que u
est cyclique. Or si u admet n valeurs propres deux a deux différentes, x, = p, et donc u est cyclique.
L’ensemble des endomorphismes ayant n valeurs propres deux a deux différentes (qui est dense) est inclus
dans ’ensemble des endomorphismes cycliques. On en déduit donc que I’ensemble des les endomorphismes
cycliques est dense dans M,,(C).

Application : On peut utiliser ce résultat pour redémontrer le théoreme de Cayley-Hamilton.
Soit A € M,,(C) et (A,) une suite de matrices dont chacune possede n valeurs propres distinctes (et
donc, a fortiori, est diagonalisable) tel que A, — A.

p——+o00

Lorsque D € M, (C) est diagonale, il est aisé d’établir que xp(D) = 0. Idem pour le cas ou D est
diagonalisable. Ainsi, par continuité de (A, B) — xa(B) (I'image de (A, B) est une matrice dont les
coordonnées sont produit et somme des coefficients de A et B)

Xa(A) = limxa,(4p) = lim0 =0
Remarque : On peut également montrer que €2 est ouvert. En effet
AeQ <= xaANXy=1<=detX4,(A) #0

h: A det(x'4(A)) est continue et K* est ouvert, donc = h~!(K*) est ouvert.
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—~ Exercice VIILS. | X

Soit A € M,,(C), montrer que

A est diagonalisable <= {P™*AP, P € GL,(C)} est fermé

4. Valeurs propres "pures”

—~ Définition VIIL.9. | ,

A € Speck(A) est dite pure lorsque
Eyu=Ker(A —AIL,) =Ker(A — A[,)* = Fy,

ou alors d’une manicre équivalente Ker(A — \I,,) = Ker(A — \I,,)2.

\. J

Remarque : Cette propriété est aussi équivalente au fait que la composante nilpotente dans la décompo-
sition de Dunford associée a l'espace caractéristique de A est nulle (i.e. u est simplement une homothétie
sur cet espace).

Exercice VIII. 10.]

Soit A une valeur propre de A € M,,(C) et ||.|| une norme sur C". Montrer que si |[A| = ||| 4]]],
avec |||.||| la norme d’opérateur associée a ||.||, alors A est pure.

Application : Si u € M,(C) est une isométrie pour .|| alors u est diagonalisable. En effet, VA €
Specc(u), |A] =|||u||] =1 et donc Ey, = Fyy.
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Correction de ’exercice 11.5. :

— Lorsque K = R, un tel plan existe.
En effet, le plan suivant privé de 0 est inclus dans GLy(R)

P:{@ jj(mMGRﬁ

— Lorsque K = C, il n’existe pas de tel plan.
En effet, supposons qu’il existe un plan P vérifiant ces conditions et soit (u,v) une base de P et
A € C. On a alors

u— M € GL,(C) <= det(u — Av) # 0 <C?>((C) det(uv™' — \id) # 0
ve n

Ce qui ne peut pas étre vrai pour tout A € C car uv~! admet une valeur propre dans C.

Correction de I’exercice I1.7. :
Soit A une valeur propre de u. u—\Id commute avec tous les éléments de L et donc F' = Ker(u—Aid) # {0}
est stable par tous les éléments L. L étant irréductible, on a F' = F et u = Ald.

Correction de ’exercice IIL.5. :

Soit 5 = (by, ..., b,) une base telle que [u|z = diag(Ay, ..., \,) ot les A; sont les n valeurs propres distinctes
de u. v commute avec u et donc pour tout ¢ € [1;n], Ker(u — \;id) = Vect(b;) est stable par v et donc
pour tout ¢ € [1;n], il existe p; € K tel que v(b;) = w;b; et donc finalement [v]z = diag(pu1, ..., fy). On
en déduit directement que v est diagonalisable.

En considérant un polynéme interpolateur P € K[X] tel que Vi € [1;n], P(\;) = p; (chose possible vu
que les \; sont distincts), on voit que

[P(u)]s = diag(P(\), .., PO)) = diag(p, - pin) = o]

d’ou le résultat.

Correction de ’exercice 1V.3. :
X2 —1 est un polyndéme annulateur de u, donc p,,|X? — 1. p1, n’est pas constant, il y a donc 2 possibilités

— py =X —1ou p, =X +1, ce qui est impossible car u # £ 1Id.

— 1y (X) = X2 — 1 est la seule possibilité qui reste, d’ou la résultat voulu.

Correction de ’exercice IV.8. :

F S
— (1) = (2) Considérons v = u’F (bien défini car F stable par u). P(X) = [[(X — As) annule v, on
i=1
a donc par le lemme de décomposition des noyaux

F =XKer(P(v)) = @PKer(v — \1d) = P FnKer(u— N\1d) =P FNE).

i=1 i=1 i=1

— (2) = (3) 1l suffit de prendre pour tout ¢ € [1;s], F; = F N E), .

— (3) = (1) Chaque F; est stable par u, donc F', qui est égal a la somme directe des F;, est également
stable par wu.
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Correction de ’exercice IV.9. :
Méthode 1 :

— Soit v € Com(u). Posons

Agr .. Agg
avec pour tout 7, j € [1;s], A;; € My, (K). On a alors

)

)\114171 Ce /\1A17S )\1./41,1 . )\SAI s

: ot [ =g xlp=luov]g=[voulg=[v]g x[ulsg=| o
AsAs1 oo AsAss MAs1 o0 AsAss

On a alors (MA;;)ijenis] = (NjAij)ijeqs)s i-e. pour tout ¢ # j,

)\11417] - /\]AZ,]

ce qui implique que A, ; = 0 car les \; sont deux a deux distincts. v s’écrit donc bien dans la base
[ sous la forme

0 As s

— Réciproquement, si on suppose que v s’écrit comme ci-dessus, alors

MA 0
[vouls=[v]g x [u]g = = [ulg X [v]g = [uov]g
0 A Ay
donc v € Com(u).

Méthode 2 :

— Notons S l'ensemble de droite. Il est alors clair que S C Com(u) (pour s’en convaincre, voir le
dernier point de la méthode 1).

— Réciproquement, soit v € Com(u). Pour tout ¢ € [1;s], E), . est stable par v. La proposition 1.5
nous permet d’affirmer que dans la base (3, v s’écrit bien de la maniere voulue.

Une autre solution de I’exercice I11.5 consiste a utiliser ce résultat pour s = n et [; = 1 pour tout i € [1; s].

S
Remarque : une conséquence de ce résultat est que dim(Com(u)) = Y I? > n avec égalité si et seulement
i=1
sin = s et pour tout i € [1;s], l; = 1. L'inégalité dimc(Com(u)) > n est en fait toujours vraie méme
sans diagonalisabilité lorsque u € L(C"). On le prouvera dans un exercice ultérieur.

Correction de l’exercice IV.11. :

— (<) Dans une base 3 ou les matrices de tous les endomorphismes de S sont de matrice diagonale,
toutes ces matrices commutent ce qui nous donne bien le résultat voulu.

— (=) Procédons par récurrence forte sur la dimension n de F.

e Le cas n = 1 est évident car dans ce cas tous les endomorphismes de ' commutent et sont
diagonaux.

e Soit n > 1. Supposons que la propriété est vraie pour tout k € [1;n]. Le cas ou tous les
éléments de S sont des homothéties est évident, on suppose donc que ce n’est pas la cas. On
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dispose donc de u € S, s > 2 et A\{,..., \s ses valeurs propres comptées sans multiplicité. Tout
élément v € S commute avec u, donc pour tout i € [1;s],Ey, . est stable par tout élément

S
de S. En posant F' = @E,\hu, on voit clairement que F' est stable par tout élément de S.

1=
Considérons les deux ensembles

E
SIZ{UE

On peut appliquer I'hypothese de récurrencé a E), , pour Sy et a I pour Ss. Il existe une base
p1 (resp. fa) de E), , (resp. F') dans laquelle les matrices de tous les éléments de Sy (resp. Sa)
sont diagonales. On en déduit donc que les matrices de tous les éléments de S dans la base
B = (B1, B2) sont diagonales, ce qui est bien le résultat recherché.

Al’u, v E S} et Sy = {U

A,u

F
,UES}
F

Correction de ’exercice I1V.12. :
Considérons 1’ensemble

S = {diag(e1,...,m), (1,.-.,em) € {—1,1}"}

S est clairement un sous-groupe de GL,,(K) de cardinal 2™ (car car K # 2).

Posons S’ := ¢(S). ¢ est injective, donc S’ est un sous-groupe de GL, (K) de cardinal 2.

Remarquons que pour tout A € S, A? = I,,, donc pour tout A’ € S’ il existe A € S tel que A’ = ¢(A)
et donc A”? = p(A)? = I,. X? — 1 annule donc tout élément de S’ et est scindé a racines simples dans K
(car car K # 2) et donc chaque élément de S’ est diagonalisable. De plus, les éléments de S commutent
entre eux, donc ceux de S’ aussi.

Ainsi, en utilisant I'exercice précédent, on dispose d’une base 8 de M, (K) ou la matrice de tout élément
de S’ est diagonale. Par construction, le carré de chacune de ces matrices est égal a 'identité, ce qui
impose que [S]g = {[v]g, v € '} C {diag(e1,...,en), (€1,...,6n) € {—1,1}"} On a alors

2" =15 = [9s] < 2"

ie.m <n.

Correction de 1’exercice 1V.13. :

— (=) Supposons que u? et u soient diagonalisables. Il existe une base 3 et une matrice diagonale
D € M,,(C) telle que [u]g = D. De plus rg D = rg D? (il s’agit du nombre de coefficients non nuls
sur la diagonale) et donc rgu = rgu®. La formule du rang nous donne donc dim Ker u = dim Ker u?.
En combinant ce résultat avec le fait que Keru C Ker u?, on obtient Ker u = Ker u?.

— (<) Deux cas se présentent

e u est inversible (i.e. Keru? = Keru = {0}).
Considérons Ai,..., s les valeurs propres comptées sans multiplicité non nulles de u? et

aq, —aq,. .., 05 —as leurs racines complexes distinctes respectives. Le polynome P(X) =
S

[1(X — X;) annule u? et donc le polyndéme

i=1

S S

P(X?) =[[(X?=N) = [[(X — ) (X + )

i=1 i=1
scindé a racines simples annule u, donc u est diagonalisable.

2

e u n’est pas inversible, donc ©* non plus.
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Reprenons les notations du point précédent et considérons que A\; = 0. Le polynéme

HXﬂ:Xin—aMX+m)

i=2
annule u, et donc par le lemme des noyaux
E = Ker P(u?) = Keru* & @ (Ker(u — o; Id) & Ker(u + a; 1d))
=2

= Keru ® @ (Ker(u — a; Id) @ Ker(u + a; Id))

=2

On en déduit que F est somme directe d’espaces propres de u, i.e. u est diagonalisable.

Correction de ’exercice V.3. :
Posons A = (a; ;)i je[1;n]- Pour calculer le polynéme caractéristique de ¢4, nous allons calculer sa matrice
dans la base

B: (El,la---aEl,na---7En,17~--7En,n)

et posons pour tout i € [1;n], B; = (E;;) e €t remarquons que B = (By, ..., By).
Soit ¢ € [1;n]. On a pour tout j € [1;n], ¢pa(E; ;) est égal a une matrice de coefficients nuls partout,
sauf a la ligne 7 ou se trouve la ligne j de la matrice A. On a donc

da(E;j) =a;1Eiq+ -+ a;n i, € Vect B

On en déduit que pour tout i € [1;n], Vect B; est stable par ¢4. Il existe donc des matrices By, ..., B, €
M,,(C) telles que
B 0

[pa]s = .
0 B,
Soit k € [1;n]. Pour tout 4, j € [1;n], le coefficient de position ¢, j de By est égal a le coefficient de Ej;

dans la décomposition de ¢4(Ej ;) dans la base By, qui est égal a a;,;. On en déduit donc que pour tout
k € [1;n], By, = AT et alors

X1, — AT 0
Xou(X) = det(X 12 — [pa]g) = det - = det (X1, — AT)" = xa(X)"
0 XI, — AT

Correction de ’exercice V.10. :

— (=) Supposons que A soit diagonalisable. 1l existe donc P € GL,(K) et D une matrice diagonale
D € M, (K) telle que PAP~! = D. On en déduit donc que pour tout A € VP(A)

rg(A — A1d)* =1g P(A — M1d)*P~! = rg(D — A 1d)?

rg(D — A1d)? est égal au nombre de coefficients diagonaux non nuls dans (D — A1d)?. Ce nombre
est le méme que le nombre de coefficients non nuls dans la matrice diagonale D — A1d (les deux
matrices sont diagonales). On a alors

rg(A — M) =rg(A — )
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et finalement par la formule du rang
dim Ker(A — AI)? = dim Ker(A — \I)
— (<) Supposons que x4 est scindé et que pour tout A € VP(A),
dim Ker(A — A1d) = dim Ker(A — \1d)?

Soit A € VP(A). On a Ker(A — X\1d) C Ker(A — A1d)?, et ces deux sous espaces sont de méme
dimension, donc Ker(A — AId) = Ker(A — AId)2. nous allons montrer que pour tout k¥ € N*,
Ker(A — A1d) = Ker(A — MId)*. Soit k > 2 et X € K", on a
(A= Md)fX =0= (A - AId)*(4A - AId)"2X =0
— (A= MId)(A - NId)*"2X =0
— (A-A)*"'X =0

En itérant ce procédé k — 1 fois, on obtient que
(A= MNdDfX=0= A-AN)"'X=0= - = (A-Ad)X =0

On en déduit donc que Ker(A — A1d)* C Ker(4 — M1d), i.e. Ker(A — A1d)* = Ker(A — \1d).
Remarquons que ce raisonnement peut aussi étre fait par récurrence.
X4 est scindé, on peut donc écrire

xa(X) = JT(X —x)~
i=1
ol A\q, ..., s € K sont les valeurs propres de A. On a donc par le lemme des noyaux
K" = Ker ya(A4) = @ Ker(A — X\ 1d)* = @ Ker(A — \; 1d)

i=1 =1

K™ est donc somme directe des espaces propres de A i.e. A est diagonalisable.

Correction de l’exercice VLI.5. :

— (1) = (2) Supposons que u est nilpotent. Pour tout k& > 1, la seule valeur propre de u* dans C est
0 et Tr(u") est égal a la somme des valeurs propres de u*, et donc pour tout k € [1;n], Tr(u*) = 0.

— (2) = (1) Supposons que pour tout k € [1;n], Tr(u*) = 0. Soit A, ..., A, les coefficients diagonaux
sans répétition et sans coefficients nuls de la matrice trigonalisée de u et soit nq,...,ns € [1;n]
le nombre respectifs d’occurences de Ay,..., A\, dans cette diagonale. supposons que s > 1. La
condition Tr(u*) = 0 pour tout k € [1;s] donne

n1/\1+~--—i—ns/\s =0
mA + - +n 2 =0

ie.
)\1 c. )\s s 0
Ao A \ng 0
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Al A

Nz
En posant M = |, on voit que
AT A
T |
Al A T
det M = Ay ... A\gdet | . ) . =X Agdet V(AL A)
PN Lo
= A A H (A — X)) #0
i,j€[Lin], i#£j
ou V (A1, ..., As) est la matrice de Vandermonde associée a Ay, ..., ;. Ce dernier nombre est non

nul car les \; sont tous non nuls et distincts. La formule de ce déterminant est assez classique, nous
ne le démontrerons donc pas (une récurrence suffit pour le faire).

M est donc inversible et alors ny = --- = ng = 0, ce qui est absurde. On a alors s = 1, i.e. les
coefficients diagonaux de la matrice trigonalisée de u sont donc tous égaux a 0.

— (2) = (3) Supposons que (2) est vérifiée. u est alors nilpotente et le coefficient de nilpotence de u
est inférieur & n, donc pour tout k € N*, Tr(u*) = 0. Soit m € Net P(X) =) a;X* € K[X]. On a

1=0

Tr(P(u)) = iai Tr(u') = ao Tr(Id) = nP(0)

— (3) = (2) Supposons que (3) est vérifiée, on a alors pour tout k& € N*, en posant P(X) = X%,

Tr(u*) = Tr(P(u)) = nP(0) =0

Correction de ’exercice VI.6. :

Dans cet exercice, on suppose que K = C.
1. Faisons une discussion des cas pour n = 2 puis n = 3.
— Pour n =2
o Sidegpua =1, alors il existe A € K, tel que ps(X) =X — A\, et donc A = AI.
e Sidegpua =2, alors il y a deux possibilités.

> Il existe A, 6 € K différents tels que xa(X) = pa(X) = (X — A)(X —0). x4 est scindé
a racines simples, donc A est diagonalisable et A ~ diag(\, ).

> Il existe A € K tel que xa(X) = pa(X) = (X — A% En trigonalisant, on voit
())\ i dans une base § = (b1, b2). De plus a # 0, car sinon on aurait
pa(X) = X — A Enfin, on voit qu’en regardant la matrice A dans la base (aby, by),
A~ Al

~lo 1)

On en déduit donc que les classes de similitudes de M5(K) sont
— Pour n =3

({0 ) e lo 5)) roe)
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o Sl existe Ap, Ao, A3 € K distincts tels que xa(X) = (X — A)(X — X)) (X — A3), alors A
est diagonalisable, 4 = xa et A ~ diag(Aq, Ao, A3).

o S'il existe \,0 € K différents tels que ya(X) = (X — M\)?*(X — §), alors deux cas se
présentent.

> Sipa(X) = (X —A)(X —9), alors A est diagonalisable et A ~ diag(\, A, 9).

> Sipua = x4, alors on a

K" = Ker(A — M) ® Ker(A — §1)

0 9
de A aKer(A—31d)% On a up(X) = (X —\)?, donc d’apres la discussion pour n = 2,

\ 1 A1 0
B~ < 0 A) et finalement A~ [0 XA 0
0 0 ¢

Il existe donc une base ou A ~ (B O) ou B € My(K) est la matrice de la corestriction

o S'il existe 6 € K tel que ya(X) = (X — \)?
> Sipa(X) =X — A, alors A~ Al

> Si pa(X) = (X — \)? alors on peut écrire A = X + N avec N nilpotente d’indice
de nilpotence égal a 2. Soit X € K? tel que NX # 0. la famille (NX, X) est libre
(raisonnement déja fait avant). Complétons cette famille en une base § = (NX, X,Y)
avc Y € K”. On a alors, dans cette base

01 a
[N]s = (O 0 b)
0 0 c

avec a,b,c € K. ¢ est une valeur propre de N, donc on a nécessairement ¢ = 0. De

plus, on a
0=N?Y =N(NY)=N(aNX +bX)=bNX

donc b = 0. Enfin, en regardant N dans la base 5’ = (NX, X,Y — aX), on voit que

010 A1 0
[N]gr=[0 0 0] et donc finalement A~ [0 A 0

000 0 0 A

> Si pa(X) = xa(X) = (X — N\)?, alors on peut écrire A = A + N avec N d’ordre
de nilpotence égal a 3. En prenant donc X € K3 tel que N?X ## 0, on voit que
= (N*X,NX, X) est une base de K?* et dans cette base

010 A1 0
[N]Jg=|{0 0 1] et donc finalement A~ (0 X 1
000 0 0 X

On en déduit donc que les classes de similitude dans M3(K) sont

A 000 A1 0 A1 0
Cs = < 0 X O >,)\1,)\2,)\3€KU < 0 X0 >,>\,6€KU < 0 X 1 >,)\€K
0 0 Xs 0 0 o 0 0 A

2. Il suffit de revoir la discussion ci-dessus pour répondre a la question.
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3.

On peut trouver le contre-exemple suivant pour n = 4

et B =

o O O O

0 0
00
0 0
0 0

oS O O
o O OO
o O O
o O OO
o= O O

En effet, ua = up = X2 et xa = xp = X? mais A % B car rg(A) = 1 et rg(B) = 2.

Correction de ’exercice VI.7. :

Procédons par récurrence forte sur la dimension n de E.

—

_>

Le cas n = 1 est évident car dans ce cas tous les endomorphismes de £ commutent et sont trian-
gulaires supérieurs dans toute base.

Soit n > 1. Supposons que la propriété est vraie pour tout k € [1;n].

Soit u € S non homothétie (le cas S C K- Id étant trivial) et soit A\; une de ses valeurs propres.
Posons /1 une base de E), ,, de dimension a < n, qui est stable par tout élément de S. Prenons
maintenant F' un supplémentaire quelconque de £}, ,, dans E de dimension b et de base ;. Tous les
éléments de S sont triangulaires supérieurs par blocs dans 8 = (1, 52). En particulier, pour tout

u € S, il existe (Ay, By, Cu) € Ma(K) X Mayup(K) x My(K) tels que

o= (5 &)

On consideére alors les deux ensembles
S1={A,, ve S} et Sy ={C,, veS}

On peut appliquer ’hypothese de récurrence a Sy et Sy (les matrices commutent toujours et sont
toujours trigonalisables et de plus 1 < a < n—1et 1 < b < n—1). Il existe donc une matrice
inversible P € GL,(K) (resp. Q € GLy(K)) telle que pour tout s € S, P7'A,P € T, (K) (resp.
Q7'C,Q € T,*(K)). Finalement, pour la base 7 correspondante au changement de base (depuis 3)

induit par
P 0
7=y o)

Il est clair que [u], = R '[u]gR est triangulaire supérieure pour tout u € S, ce qui est bien le
résultat voulu.

Correction de ’exercice VI.10. :

1.

100
X?2=10 4 0| dans M3(R)

009
Soit X une solution de I’équation. X? et X commutent, donc X laisse stable les espaces propres de
X2, i.e. X laisse stable Vect(e;), Vect(ez), Vect(ez) avec (ey, €2, e3) la base canonique de R3. On en
déduit donc que X est diagonale, i.e. il existe «, 5,7 € R tels que

a 0 0
x=10 58 0
0 0 ~v
en réinjectant dans 1’équation, on voit qu'on a nécessairement (a2, 3%,7?) = (1,4,9) et donc

(e, B,7) = (£1, £2,£3). Réciproquement, une matrice de cette forme vérifie bien 1’équation, donc
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I'ensemble des solutions est bien

S:

o o0

0 0
B 0 ) (Ck,ﬂ,"}/) € {17 _1} X {27 _2} X {37 _3}
0 ~

(12

0
Soit X une solution de I’équation. Vect(e;) est un espace propre de X2. De plus X et X? commutent,
donc X laisse stable Vect(ep). Il existe donc a, 8,7 € C tels que

-]

o af+9p 2 a* 1
2 =X"= 2
0 0 0 a
En utilisant cette inégalité, on voit que a # 0, car sinon @« = v = § = 0 et alors X = 0. En elevant les
cas ou 'égalité est fausse, on obtient que (o, 3,7) € {(a, %, a) , (—a, —i, —a) } Réciproquement,
en réinjectant ces deux matrices possibles dans ’équation, on voit que elles sont bien solutions. On
en déduit que ’ensemble des solutions est bien

=16 2) (0 3

2. X? = a12> dans My (C) avec a € C

On a alors

110
3. X?=10 1 0] dans M3(R)
0 01
Soit X une solution de ’équation. Posons 5 = (es, e1, e3) une permutation de la base canonique et
regardons la matrice X dans cette base. Posons Y = [X]z. On a

1 00
Y2=10 1 1
00 1

Y commute avec Y? et laisse donc ses espaces propres stables, donc Y laisse stable Vect ((1, 0,007, (0,1, O)T)
Il existe donc x,y, z,t,¢,d, e € R tels que

c
d

e

Y =

o w8
O+

En posant A = Cf ?), on voit que A? = I, donc A est inversible. On a alors

) ¢ 100
A (A—i—e[)x(d) v2_lo 1 1
0 e? 0 0 1

A2 =T (A+eUx<$::G> =1

La suite de I’exercice est laissée au lecteur : il suffit d’évaluer les différents cas possible pour trouver
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toutes les solutions de I’équation.

Correction de 1’exercice VI.11. :

— (=) Supposons que u est diagonalisable. Soit 5 = (ey,...,e,) une base de diagonalisation de u. Il
existe donc Ay, ..., A\, € Ktels que [u]g = D = diag(Ay, ..., A\,). Pour tout ¢, j € [1;n], on considere
v;; € L(F) définie par

i ki 0
VEk € [1;n], vij(er) = {6 o J

sinon

On a alors, pour tout 4, j € [1;n],

[Pu(vij)]s = [uovi; —vijouls
= DEZ,] — E%]D
= (N = N)Eij = [(Ni — Aj)vigle

On en déduit donc que (Ui,j)ivje[[lm]] est une base de vecteurs propres de ¢,,, donc ¢, est diagonalisable.

— (<«=) Supposons que ¢, est diagonalisable. Utilisons la décomposition de Dunford. Sois 6, v € L(FE)
tels que 0 est diagonalisable, v est nilpotent et w = d + v. § et v commutent, donc il est facile de
vérifier que ¢5 et ¢, aussi. De plus, d’apres le point précédent, ¢s est diagonalisable et pour tout
peNetve L(E),

P

) =3 (V) (—1p ik ovo
imo\F

Donc ¢, est nilpotent. ¢, est diagonalisable, donc par unicité de la décomposition de Dunford,

¢, =0, i.e. v =0 et donc u est diagonalisable.

Correction de ’exercice VI.12. :

En décomposant sur chaque espace caractérisique (proposition VI.8), on sait que E s’écrit sous forme
de somme directe de sous espaces (espaces caractéristiques) Fy, ..., Fy stables par u et ou pour tout 4, il
existe v; nilpotent et \; € K* tels que

u

F;
F;

Il suffit donc de montrer ce résultat a ’application linéaire ci-dessus. Nous allons nous inspirer du déve-
loppement limité en 0 de £ — /1 4+ . On a

122(3(72!!)2x” +o(z") = P,(x) + o(z")

\/1+x:1—|—§+--~+(—1)"_

On a alors

P,(2)> =1+ + o(a")
Q(z)

ou @ est un polynéme de terme de plus petit degré égal & au moins n. On peut donc écrire Q(X) =
X"R(X) avec R € K[X]. On a alors, si a; est une racine de \;, alors

( P (1 -))2—/\-Id+ R ”R(l ) — A Id 4
al n AZ V’L - 1 V’L A:L_l Vf[/ AZ V’l - 1 V’L

et donc o, P, (%V,) est une racine de \; Id +v;, d’ou le résultat voulu.

Correction de l’exercice VI.15. :
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Soit A € M,,(C). En utilisant la décomposition de Jordan, on sait qu’il existe une base 3, A1,..., A\, € C
non nécessairement distincts et sq,...,s, € [1;n] tels que s+ -+ + s, =n et

A Ls, + T, 0

[Als = .
0 AL+,

Pour tout ¢ € [1;7], on considére application linéaire injective ¢; : M, (C) — M,,(C) définie par

Om,, (©)

VB € M,,(C), ¢:(B) = B

Om., (©)

On a alors

Com(A) ~ Com([A]z) D égbi(Com()\ilSi +J5,)) = ei?qbi(Com(Jsi))

i=1

Il suffit de montrer que pour tout s € [1;n], dim Com(.Js) > s car une fois cela fait, on aurait

dim Com(A) = dim Com([A]5) > ) dim Com(J,,) > 51+ -+ s, =n

i=1 i
Soit s € [1;n]. En posant X = (1,0,...,0)T € K*, on a
JSIX =(0,...,0,1)T £0

donc l'indice de nilpotence de J est égal a s, i.e. uy (X) = X*. En utilisant ce résultat, il est aisé de
montrer que dim K[J] = s (I, Js, ..., JS!) est une base de cet espace). Enfin, puisque K[.J;] C Com(Jj),
on a

dim Com(Js) > dim K[J;] = s

d’ou le résultat voulu.

Correction de l’exercice VIL.5. :
1. Soit u € L(E).

— (<) Supposons que u est cyclique. 11 existe donc zy € E tel que (zg, u(zg), ..., u" *(zg)) est
une base de E et alors degu, > n (car tout polyndéme de degré inférieur ou égal & n — 1 ne
peut pas annuler u). De plus, fu,|xu, degx., = n et les deux polyndémes sont unitaires, ce qui
nous permet d’affirmer que x, = fiy-

— (=) Soit zg € E tel que piz, = 1y (existe d’apres I'énoncé). On a alors x, = fly = flyyu, donc
deg jiz,.« = deg x, = n. On a alors pour tout Ay, ..., \,—1 € K",

)\01‘0 + Alu(xg) + -+ )\n,lunfl(xo) =0= )\0 == )\n,1 =0

car sinon x( serait annulé en u par un polynéme de degré strictement inférieur a n. On en
déduit donc que (zg, u(zo), - .., u" 1(xg)) est une base de E, i.e. u est cyclique. On aurait aussi
pu conclure en utilisant la proposition VII.4 (la remarque en dessous en particulier).

2. Supposons que u € L(FE) est cyclique. Montrons par double inclusion que Com(u) = Klu].

CPGE

paradise 47/54


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

Mathématiques en MP* d’apres un cours au lycée Louis-le-Grand

— (D) Cette inclusion est évidente car tout polynéme en u commute avec u.

— (C) Soit v € Com(u) et zq tel que B = (xg, u(xg),...,u" '(xg)) est une base de E. Ecrivons
la décomposition de v(xy) dans la base /3

v(zg) = apro + aru(wy) + -+ + an_lu”_l(:vo)

et considérons ’application linéaire w définie par
n—1
w=uv—"> apu”
k=0
w commute avec u et w(xg) = 0. De plus, on a pour tout k € [1;n — 1],

w(u®(wo)) = w o u'(wo) = u* (w(wo)) =0

w est nul sur la base #, donc w = 0 et donc v € K[u] et alors Com(u) = K[u]. De plus,
(Id, u, . .., u™ 1) est une base de K[u] (pour le montrer, il suffit d’effectuer la division euclidienne
de tout polynéme de K[X] en u par u,) et donc

dim Com(u) = dimKu] =n

3. Déja fait a l'exercice VI.15.
4. Soit uw € L(F). Procédons par double implication.

— (=) Si xu = pu, alors d’apres la question 1, u est cyclique et donc d’apres la question 2,
Com(u) = Klu).
— («=) Si Com(u) = K[u], alors

deg p, = dim KJu] = dim Com(u) > n

La derniére inégalité est vraie d’aprés la question précédente. On a de plus p,|x, et ces deux
polyndmes sont unitaires de méme degré, donc y, = .

Correction de ’exercice VII.6. :
L’énoncé est équivalent a

X« non irréductible <= il existe un sous-espace vectoriel de F non trivial stable par u

— (=) Supposons que x, n’est pas irréductible. Soit P un terme irrédutible de la décomposition en
facteurs irréductibles de x,, tel que deg P € [1;n — 1]. D’apres le corollaire V.8, on sait que P|u,.
Soit x € Ker P\ {0} # @. F,,, est stable par u et

1 < dimF,, =degpz, <degP <n-—1
Tc€EFL 4 ’ (*) , /I\

Proprosition VII.2
L’inégalité () est vraie d’apres la proposition VIL.4. F, , est donc un sous-espace vectoriel de E
non trivial stable par w.

F
— (<) Soit F' un sous-espace vectoriel de E non trivial stable par u et posons v = u = On a alors
XolXu et deg x, € [15n —1].
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Correction de ’exercice VII.7. :

1. Soit A € M,,(C). Supposons que A est semblable a une matrice compagnon. Il existe donc une base
£ de K" et ag,...,a,_1 € C tels que

[Alg =

On a alors pour tout A € C,

—A —Aayg
1
[A—Ald] =
-2 :
1 —Ap—1 — A

Le sous bloc de [A — A1d]s regrouppant les colonnes de position 1 a n — 1 est égal a

—-A 0

-2
1

Les colonnes de B sont libres, donc rg(A — A1d) > n — 1, i.e. par la formule du rang dim Ker(A —
Ald) < 1. En particulier, lorsque A est une valeur propre de A, dim Ker(A — A1d) = 1.

2. Procédons par double implication. Soit A € M,,(C) diagonalisable.

— (=) Si A est cyclique, alors A est semblable & une matrice compagnon et donc d’apres la
question précédente, tous les espaces propres de A sont de dimension 1, i.e. toutes les valeurs
propres de A sont de multiplicité 1, il y en a donc n.

— (<) Supposons que A admet n valeurs propres deux a deux distinctes. Soit § = (eq, ..., e,)
une base de diagonalisation de A. Il existe Ay,..., A, € C deux a deux distincts tels que
A
[Als =
An

Soit x =e; + -+ e,. On a pour tout £ € N,

uF(x) = Mey + -+ Me,

On a alors
D VRO
(@u(@),... @) =0
D VD
Cette matrice est une matrice de Vandermonde associée aux Aq, ..., A, qui sont deux a deux
distincts, elle est donc inversible. La famille (z,u(z),...,u" *(x)) est donc libre et alors c’est

une base de K”. Finalement, A est cyclique i.e. semblable a une matrice compagnon.
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Correction de ’exercice VII.8. :

1. Considérons Cp € M,,(Z) la matrice compagnon associée a P. On sait que
Spece(Cp) = [A1, ..., An] et donc Speca(Ch) = [N, ... AF]

Ak MF sont exactement les racines (avec multiplicité) de Xcn- De plus Cp € M, (Z), donc

Ck € M, (Z) et alors Xcn € Z|X] car k > 1. On a alors Xcn € Z,|X] et est unitaire. Le polynéme
Xck convient donc.

2. Supposons que |[A;| =--- = |\,| =1 et posons pour tout k > 1,
n n—1
Po=[(X = M) =X"+> ar, X" € Z[X]
1 i=0

(existe d’apres la question précédente). On veut montrer que les coefficients des polyndmes Py, sont
uniformément bornés. Deux méthodes sont possibles.

— Meéthode 1 (Topologie) : On pour tout k € N*|

Vo € (0,1, [Pr(@)| = [T |e = M| < T (Jol + INfF) < TTa+1) =27
=1 =1 =1

Considérons les deux normes suivantes sur R,,[X]

R,[X] — R*
[l p — sup |P(z)]
z€]0,1]
ainsi que
R,[X] — R*
-loo coes = § p — sup |ay| lorsque P(X) = > ap X"
ke[o;n] k=0

R, [X] est de dimension finie, donc toutes les normes y sont équivalentes (voir chapitre sur
I’équivalence des normes). Il existe donc une constante C' > 0 telle que

VPG]RH[X]’ HPHoo,coef < CHPHOO

On a donc pour tout k € N*

[1P%| < 02"

oo,coef

— Meéthode 2 (Vieta) : On souhaite borner les coefficients de Py en utilisant une majoration
des racines de ce dernier, il est donc naturel de chercher a utiliser des relations coefficients
racines. Introduisons donc le lemme assez connu suivant

,—[Lemme (Formules de Vieta) VIII.ll.} .

Soit n € N*, P(X) = ap + a1 X + -+ + a, X™ et A\, ..., A\, les racines (non nécessairement
différentes) de P. Supposons que a,, # 0. On a pour tout [ € [0; n]

1<y <ig <o <y <0 On

5. i)

\ J

Nous ne démontrerons pas ce lemme, mais nous encourageons le lecteur a aller regarder la
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preuve de ce lemme qui peut étre quelques fois assez utile. Appliquons ce lemme, on a pour
tout k € Net l € [1;n]

|ak,n7l‘ =

l
3 (HA)\
1<i1 << <yy<n \y=1
l
Z H >‘ij

1<i1 << <yy<n |j=1

1<t <t <<y <n !

Ceci nous permet donc d’affirmer que pour tout i € [0; n] les coefficients |ay ;| sont bornés par
une constante indépendante de k.

IN

On a donc pour tout ¢ € [0;n — 1], Pensemble {ax,;, k € N*} est une partie bornée de Z, elle
est donc finie. L’ensemble {P;, k € N} est alors fini, ce qui implique que pour tout ¢ € [1;n],
I'ensemble {\F, k € N} est fini. On en déduit que pour tout i € [1;n], il existe k,! € N différents
(on suppose sans perte de généralité que k < 1) tels que A* = X!, i.e. \¥=' = 1 et enfin pour tout
i € [1;n], A\; est une racine de 1'unité.

Correction de ’exercice VII.9. :
1. On a

ty Yy =0 py (Q z) =0+ (p,Q) - z=0
= |y Q = PQ|p, Q <= Plp,

Mais P -y = 0, donc p,|P et ces deux polyndmes sont unitaires, donc p, = P.

2. Il est clair que pizpy, - (x +y) = 0 donc pigyy|ptapy. De plus, on a

oty (T +Y) = 0= tarypte -y = 0= |ty y e

Mais iy Apt, = 1, donc d’apres GauB, pi, |41+, Par le méme raisonnement, on peut montrer également
que fy|fz+y. Encore une fois, puisque g, A ptp = 1, on a fizphy|ftzty. On en déduit donc que pip, =
Pty Hafly €t flz+y, sont unitaires ce qui nous permet d’affirmer que fi 1ty = ity

3. Posons p, = P{* ... P° et p, = P ... PP, Posons également
o = Q; S?%‘Z@i ot g =" S%ﬁi>ai
0 sinon 0  sinon
P=P" .. . P%etQ, =Pl ... P
Posons également 2/ = %x et y = gyy D’apres la question 1, on sait que py = Py et py = Q.

x y
De plus, on a P, A Q, = 1, donc d’apres la question précédente,

Pty = PrQy = iz V iy

On en déduit donc que z = 2’ + v convient.

4. Soit (ey,...,e,) une base de E. Par une récurrence rapide, on sait qu’il existe d’apres la question
précédente a € E\{0} tel que fi, = fie, V- - -Vfie, . On a donc pour tout = xye1+- - -+z,e, € E\{0},

Ma = = T1fla - €1+ + Tnpla - n =0
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Donc fig|pe. On en déduit que pq(u) = 0 i.e. p,|p, et de plus p, - a = 0 donc pg|p, et ces deux
polynoémes sont unitaires, donc p, = fiy.

Correction de I’exercice VIIIL.3. :
Soit (A,) € FN telle que 4, — Aet z € C\ F. Posons pour tout p € N, Specc(Ay) = [Mp, -+, Anpl-
p 00

On a

X, (2)] =TT |2 = Ayl > d(z, F)" > 0
i=1
En passant donc a la limite, on a par continuité
[xa(2)| = d(z, F)" > 0

et donc z & Specc(A), i.e. Specc(A) C F. On a donc bien que A € F,ie. F est fermé.

Correction de ’exercice VIIL.5. :
Soit € > 0. D’apres la proposition VIII.4, Il existe P € GL,(C) tel que

A1 bij

et Vi,j € [1;n] tels que j > i, |b; ;| < €. Munissons C" de la norme ||.||;, dont on rappelle la définition

R K
e (1, .. 2)T o+ + |2
En posant (ey,...,e,) la base canonique de C", on a pour tout X = x1eq + -+ + z,e, € C",
n n
IBX||, = |[>_w:Beil| <> |willlBeill, < C|X]|,
i=1 1 =1
Avec C'= sup ||Be;||. On a donc, en considérant |||.||| la norme d’opérateur associée a ||.||, que
i€[1;n]
n
|B|l| < C = sup ||Bell; = sup [N+ > by < sup M|+ (n—1)e
i€[1;n] i€[1;n] j=i+1 i€[1;n]

On choisit donc € tel que sup;epy,,p [Ail + (n — 1)e < 1. Ceci nous permet d’avoir ||| B||| < 1 et donc

11AP[[] = [[[PBP~H|| < (I[Pl >[I B[] > [[|P~H]]
< PN P < IBIIP —— 0
p—-+o00

et donc finalement AP —— 0.
p—+o00
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Correction de ’exercice VIII.6. :

Munissons M,,(C) de la norme ||.|| définie par
M, (C) — R
1Y @senin — supJagy

i,je[lin]
Pour tout p € N, A? € M,,(Z), donc ||AP|| € Z. De plus, Specc(A) C B(0,1), donc d’apres 'exercice
précédent et par équivalence des normes en dimension finie, AP — 0. (|[A]|”)pen est une suite a valeurs
p )

dans Z qui converge vers 0, elle est donc stationnaire en 0. On en déduit donc que il existe » € N tel que
pour tout p > r, ||A||” = 01i.e. A? =0. A est alors bien nilpotente.

Correction de l’exercice VIII.8. :
Posons S = {P~'AP, P € GL,(C)}

— (<) Supposons que S soit fermé et montrons qu’il existe une matrice diagonale D dans S. D’apres
la proposition VIIL.4, il existe Ay, ..., A, € C et une suite de matrices (Py)ren € GL,(C)Y telle que
pour tout k € N

A1 bi.i j
P 'AP, = :
0 An
et pour tout j > 1, |by, ;| < #1 Cet argument nous permet d’affirmer que
A 0
Pi'AP, —— ,
p——+o00
0 An
S est fermé, donc cette matrice appartient a S. On en déduit donc que A est semblable a une

matrice diagonale, i.e. A est diagonalisable.

— (=) Supposons que A soit diagonalisable. Montrons que S = S. Soit B € S. On veut montrer que
B € S. L’application

 JMa(C) — Ci[X]

est continue, car pour tout M € M,,(C), les coefficients de ¢(M) dans C,[X] sont polynomiaux en
les coeffcients de M dans M,,(C). De plus, ¢ est constante sur S égale a x 4, elle est donc constante
aussi sur S égale & y4 par continuité. Ceci nous permet de dire que y4 = x5 et que A et B ont les
mémes valeurs propres et méme multiplicité.

 JMa(C) — M, (C)
v M — pa(M)

est continue car polynomiale et constante sur S égale a 0, donc par continuité elle est aussi égale
a 0 sur adhérence de S et alors pa(B) = 0. A est diagonalisable, donc 4 est scindé a racines
simples et alors B est diagonalisable. D’apres ce qui précéde, A et B ont méme valeurs propres et
méme multiplicités, donc A et B sont semblables diagonalisables et finalement B € S.

Correction de I’exercice VIII.10. :
Le cas A = 0 est trivial. Supposons que A # 0. Soit A € C une valeur propre de A. Supposons que
Al = ||| A]||. Quitte & diviser les deux cotés de ’égalité par |A|, on suppose que |||A]|| =1 = |A|. On
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a alors
Vp e N*, [[|AP]]] < [|JA[][P =1

Soit F' = Ker(A — A\I)*4™, En posant u : X — AX et v =u
telle que v = AI + N. On veut montrer donc que N = 0.

F
oo On sait que il existe N nilpotente

Idée : On sait que pour tout p € N*, [|[vP||| < [||]AP|]| < 1, donc vP est borné. On va donc montrer
que si N # 0, alors v? est non bornée.

Supposons que N # 0. Soit m > 1 l'indice de nilpotence de N. Il existe donc X € C" tel que
N™=1X £ (. Posons Y = N™2X. On a alors NY # 0 et N?Y = 0. On a alors pour tout p € N*

p
WY =M+ NPY =Y (i) MNNRY = NPY 4 pAPTINY
k=0

Or APY est borné ca [A| <1 et

PV INY || = pINY| — o +oo

donc v? est non bornée, ce qui est absurde. On en déduit donc que N = 0 et alors Ker(A—\I)*®) =
Ker(A — M) i.e. A est pure.

Document compilé par Omar Bennouna et Issam Tauil le 13/05/2022 pour
cpge-paradise.com.
Si vous repérez une erreur, ou avez des remarques, priere de me contacter via ’adresse
contact@Qcpge-paradise.com.
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