Mathématiques en MP* d’apres un cours au lycée Louis-le-Grand

CHAPITRE 32

Exponentielle d’une matrice

Dans tout le chapitre K = R ou C, (E, ||.||) est un K espace vectoriel normé de dimension finie n, et L(E)
désigne I'espace vectoriel (de dimension finie n?) des endomorphismes linéaires de F, implicitement muni

de la norme d’opérateur ||.|| induite par ||.||.
Notations
— On note pour tout h € L(E) et R > 0,

_>

Bk, B) = {u € L(E), [|lu—h| <R}
et lorsqu’il n’y a pas ambiguité, on note tout simplement B(h, R).

Pour toute suite (az,) € KN, on dit que Zakzk est une série entiere de rayon au moins R €]0, +oo[

n
lorsque pour tout z € C tel que |z| < R, la série Y a,2" est convergente, i.e. la suite <Zakz>
k>0 k=0 neN
est convergente.

Pour toute base § de E et tous u € L(E) et € E, on note [u]z la matrice de u dans la base 3 et
[z]5 le vecteur colonne des coordonnées de = dans la base f3.

Pour tout u € L(E), on note K[u] = Vect{u*, k € N}.
Pour toute matrice M € M,,(C), on note K[M] = Vect{ M*, k € N}.
Pour toute matrice M € M,,(C), on note (M), = {PMP~' P e GL,(K)}.

Soit X, Y deux ensembles munis de lois de compositions internes, on note Hom(X,Y’) I’ensemble
des homomorphismes de X dans Y.

I Généralités, propriété fonctionnelle

1.

Calcul opérationnel

Soit » axz" une série entiere de rayon R €0, +oc]

\.

,—[Proposition I. 1.} \

1. Pour tout u € L(E) tel que ||uf| < R, ) axu® est une série absolument convergente.

2. La fonction
By y(0,R) — L(E)

u — f(u) = iakuk
k=0

est continue

J

1.

On rappelle qu'une norme d’opérateur est une norme d’algebre (sous-multiplicative) et que donc
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H‘ukm < \HuH]k Par conséquent, on a

vk eN, [Japu®| < lax| - [lu]®

et la série Y _ |ay| [ ul|* est convergente car ||u|| < R. Ainsi, la série est absolument convergente. De

plus, L(E) étant complet (E est de dimension finie sur K = R ou C et donc L(F) aussi), la série
converge bien dans £(F) aussi (d’apres le corolaire I11.4 du chapitre 11.2).

Remarque : On rappelle que, par équivalence des normes en dimension finie sur K = R ou C, la
convergence normale ne dépend pas de la norme choisie (qu’elle soit triple ou pas), donc ce résultat
est toujours valable si on avait choisi une autre norme N sur F et sa norme d’opérateur associée
Il (ici par contre on oblige qu’elle soit triple pour assurer sa sous-multiplicativé). En particulier,

pour montrer que la série Y aju® converge, il suffit de trouver une norme ||.|| sur E dont la norme

triple vérifie |[u[, , < R ol R est le rayon de convergence de > a2t

2. Soit p tel que 0 < p < R. La sérieZakzk est normalement convergente sur B(0, p), ceci étant car

Vu € B(0,p), Vk € N, [|axu®|| < Jax - [Jull” < Jax| p*

o
et Y |ak|-p* est convergente. En particulier, B(0, p) étant ouvert, f est donc continue sur ce dernier.
k=0

On déduit donc que f est continue sur |J B(0,p) = B(0, R)
0<p<R

Notation : Par abus de notation, parfois on confondra série entiere Zakzk et son application associée

[e.e]

sur L(E), u+— Zakuk. Par exemple, on dira que la série entiere Zakuk est convergente sur By (h, R)
k=0
(avec (h, R) € L(F) x R™) si la suite (Zakuk> est convergente pour tout u € By (h, R).
k=0 neN
r—[Exercice I.2.J \
1. On suppose que K = C, u € L(F) et Zakzk une série entiere de rayon R > 0. Montrer
k=0
que si

p(u) :=sup{|\|, A € VP(u)} < R,
alors Y “aju” est convergente.
2. Soit u € L(E), f = arz* et g => bpz* tel que ||uf| < min(p(f), p(g)). Montrer que

k=0 k=0

f(w) o g(u) = (fg)(u).
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r—[Déﬁnition I.3.} \
oo .k
Soit u € L(E), on appelle exponentielle de u ’endomorphisme exp(u) := Zﬁ € L(E).
k=0 """
Par ce qui précede,
L(E) — L(E)
. oo .k
R Y — exp(u) = L
= k!

est bien définie partout et est continue (et méme vérifie [|exp(u)| < ell*l).

\ J

Remarque : Pour montrer que l'application exp telle que définie ci-dessus est bien définie, il suffit
(o)

d’appliquer le théoreme précédent a Zyzk qui est de rayon de convergence infini.
k=0""

,—[Proposition I.4.}

Notons pour tout (u,v) € L(FE)?, [u,v] := uov — v owu. Pour tout, (u,v) € L(E)? on a
[u,v] = 0 = exp(u + v) = exp(u) o exp(v).

En particulier, exp(u) o exp(—u) = idg et donc exp est a valeurs dans GL(E).

\. J

On fournira deux preuves : la premiere type série entiere et une seconde, plus longue, moins calculatoire,
et plus aspect differentiel/morphisme (pour anticiper sur le chapitre suivant).

Preuve 1 : Posons pour tout n € N,

On a pour tout n € N,

= [3o5tort g 5 (et

i=0;j=0 iyt k=0 i+j=k
_ ZZUOU 3 uovd | 3 u' o v’
i=oj=0 1" itjen 1! itiomr1 1!
20420 0<ij<n
T
oy I
i+j>n+1 1]
0<i,j<n

_ (é;IUHk> (E:HUH ) __(é;(IUIZJMW)k)

gl el _ il —
n—-+0o
Ainsi

S, ——0
n—-+0o

Or, par continuité de la composition, on a aussi

Sy — exp(u) o exp(v) — exp(u + v)

n—-4o00
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d’ou le résultat

Preuve 2 : Cette preuve est facultative et a été ajoutée uniquement pour donner un avant gott du

chapitre suivant. Le lecteur peut la saute s’il le souhaite.
oo 4k

t
Pour tout ¢t € R, posons exp, : z — Zgzk = €. On a pour t,t' € Ret u € L(F)

exp(tu) o exp(t'u) = exp,(u) o exp, (u) = (exp, X expy)(u) = (exp,yy)(u) = exp((t + t')u)
L’égalité () est vraie d’apres 'exercice 1.2. Ceci nous assure que exp(u) € GL(E) étant donné que le

résultat ci-dessus donne exp(u) o exp(—u) = exp(0) = idg.

Pour tout u € L(E), notons

£ R — GL(E)
Tt — exp(tu)
qui est, par ce qui précede, un morphisme (continu) de groupes.
Remarquons maintenant que
fu(t) - fU(O) - t* k+2
Vte R, ————— - =u+t e Tha
t ! ,Z;) (k+2)"

g(t)

On sait que g : R — L(E) est continue et est donc en particulier bornée sur le compact [—1, 1].

On déduit en particulier que f, est dérivable en 0 et que en passant a la limite, étant donné que g est
bornée sur un voisinage de 0, on a f/,(0) = u. De plus, en utilisant I’égalité vue en début de cette preuve,
on a pour tout ¢,ty € R,

fU(t + tO) = fu(to) ° fU<t> = fU(t) © fU<t0)

et donc

fu(t) - fu(tO) _ fu(t - tO) © fu(tO) — fu(tO)
t—to t_tO
fu(t B tO) — fu(0> o
t— 1

fu(t()) m u o fu(tO)

Et alors f, est dérivable sur R et pour tout t € R, f/(t) = uo f,(t).

Remarquons que ceci, en utilisant le théoreme de Cauchy-Lipshitz, vu dans le cas de R ou C, et sera
vu d’une perspective plus générale dans le chapitre suivant, fournit une caractérisation différentielle de
I’exponentielle, a savoir :

fu € CH(R, L(E))
exp(u) = fu(1) ot { fi(t) = uo fu(t)
f.(0) = idg
Montrons & présent la propriété voulue en utilisant ce qui précede. Soit u,v € L(FE) tel que [u,v] = 0.

Il est clair que u, v, exp(tu) et exp(tv) commutent deux & deux (car u* et v’ commutent pour tout

k,l € N).

Considérons g(t) = fu(t) o f,(t) qui, par commutation, vérifie ¢ € Hom(R, GL(F)). Par bilinéarité de la
composition, on obtient que g € C*(R, GL(F)) et que

g@t)=fl(t)o fot)+ fu(t)o fi(t) = uo fu,(t)o fu(t)+ fu(t)ovo f,(t) = (u+v)o fu(t)o fu(t) = (u+v)og(t)
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En évaluant en 0 on obtient
g'(0) = f,(0) + f,(0) =u+wv

On en déduit donc que g vérifie les propriétés suivantes

g€ C(R,L(E))
g'(t) = (utwv)og(t)
9(0) = idp

ce qui signifie d’apres l'unicité fournie par le théoreme de Cauchy-Lipschitz que g = f,, et donc finale-
ment

exp(u) 0 exp(v) = g(1) = fura(L) = exp(u+ )

Remarque culturelle : Nous citons dans cette remarque des éléments hors programmes et non néces-
saires pour les concours.

— En fait, en examinant la preuve ci-dessus, on peut facilement déduire une preuve du résultat suivant.

J € C'(R, L(E))
— Ve R, (1) = F'(0)o (1)

f(O) =idg

feC'R,L(E)) NHom(R, L(E))
f dérivable en 0

Les conditions de gauches sont donc suffisantes pour caractériser I'exponentielle (elle y sont méme
clairement équivalentes, étant donné que I’exponentiel est dans Hom(R, £(E)) N C*(R, L(E))). On
en déduit qu’'une autre version de la preuve aurait pu étre la suivante : g vérifie les deux conditions
de gauche ainsi que les deux conditions avec ¢’(0) = u + v, ce qui nous permet directement de dire
que g = fuip et finalement exp(u) o exp(v) = g(1) = exp(u + v).

— L’intérét des deux approches (homomorphisme et differentielle) est qu’elles sont généralisables, ou
plutét sont les approches typiques, lorsqu’on travaille avec des groupes et algebres de Lie abstraites.
Pour le lecteur curieux, la maniere moderne typique de définir I'exponentielle de v € Lie(G) est
de considérer le flot de I'unique champs de vecteur invariant a gauche (ou droite) associé a v et de
I’évaluer en 1. C’est ce qui a été fait (de maniere plus simplifiée) ci dessus.

r—[Exercice I.5.J N

Soit u € L(E). Montrer que

k
: u
(ZdE + k;) PR exp(u)

Remarque : Bien évidemment, tout ce qui a été construit jusqu’a présent est valable lorsqu’on remplace
L(E) par M, (K) et la composition d’endomorphisme par le produit matriciel.

2. Logarithme

Cette partie est a but purement culturel, nous ne fournirons donc pas les preuves de résultats ci-dessus.
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r—[Déﬁnition I.G.}

Notons Unip(E) I'ensemble des endomorphismes unipotents de E i.e.
Unip(E) = {u € L(E), u — idg est nilpotent}
On définit le logarithme dans £(FE) de la maniere suivante.

BHHH (ZdE, 1) U Unip(E) — E(E)

log : R
08 idE -+ U — Z ( ]2 uk
k=1

,—[Proposition I.7.}

Les propriétés suivantes sont vraies.

— log est continue sur By . (idg, 1).

d
— Pour v € L(F), 7 log(id + tu)’tzo = u.

— Pour u € L(E) log(u) € K[u].
— Yu € B(idg, 1) U Unip(F), exp(log(u)) = u.

— log(exp(u)) = u pour u nilpotent ou assez proche de 0.

II Propriétés géométriques

Cette partie est hors-programme. Désormais K = C. On note ||.|| la norme matricielle sur M,,(K).
On note de plus pour P € GL,(K)

P4 s PAP1

r—[Exercice II.l.}

Soit A € M,,(K), montrer que

00 k

exp(4) =) — € K[4]

k=0

,—[Proposition II.2.} \

Pour tout (A, P) € M, (K) x GL,(K), on a

ipoexp=expoipie Pexp(A)P™' = exp(PAP™)

\. J

N A —1\k NAk: .
S AT —p ()

0 0

Preuve : On a pour N € N

Par continuité de ip et en passant a la limite, on obtient le résultat.
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r—[Lemme II.3.] N

Soit A € T,/ (K), écrivons la A = D + N ou D = Diag(\i,...,\,) € D,(K) est diagonale et
N € T,77(K) est strictement triangulaire supérieure. Les propriétés suivantes sont vérifiés.
(D) = diag(e™, ..., eM)
N? Nn—l
2. N)=I,+N+—+-- 4+ ———
exp(NV) N+t +(n—1)!
3. L’égalité suivante est vraie.

1. exp

formule vraie pour tout nilpotent.

Al * % e
A= . x| et exp(A) = IR

\. J

Preuve

1. Clair en remarquant que pour tout k¥ € N, D* = diag(\}, ..., \F). Le lecteur ayant un doute est

encouragé a faire la preuve lui méme.
2. N est nilpotente et son degré de nilpotence est au plus n, donc tous les termes de degré strictement
00 k
supérieur a n dans la somme I;F sont nuls.
3. Pour montrer ce résultat, il suffit de remarquer que pour tout n € N,

n k
ST e
n Ak k=0 """
ﬁ - k
k=0 """ n )\Z
0 Zﬁ
k=0

Ceci qui donne le résultat en passant a la limite.
Remarque : Une maniere pratique de calculer 'exponentielle d’'une matrice A est considérer sa décom-
position de Jordan-Dunford A = D + N ou D est diagonalisable, N nilpotente et [D, N] = 0. Dans ce
cas, 'exponentielle de D et N est facile a calculer et en utilisant le fait que D et N commutent, on peut
voir que exp(A) = exp(D) exp(N).

,—[Proposition II.4.} \

Soit A € M,(C)

1. On note Spec(A) = [A1,...,A\,;] (on rappelle que la notation [.| veut dire un n—uplet avec
possible répétition et sans prise en compte de I'ordre). On a

Spec(exp(A)) = [e, ..., e™]

2. det(exp(A)) = e (on retrouve que det A # 0, i.e. exp(A) € GL,(C))

\. J

Preuve : Trigonalisons la matrice A, on pose

)\1 * *
A= PBP ! avec P € GL,(C) et B = T
0 An

On rappelle que exp(A) = Pexp(B)P~!.

CPGE

paradise 7/15


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

Mathématiques en MP* d’apres un cours au lycée Louis-le-Grand

1. Le lemme II.3 nous donne que
Spec(exp(A)) = Spec(exp(B)) = [eM, ..., eM].
2. Toujours par le lemme II.3,

det(exp(A)) = det(exp(B)) = M ... M = el tAn — oTr(A),

,—[Proposition II.5.} \

Soit A € M,,(C). Les propositions suivantes sont vraies.

1. Si A est diagonalisable alors exp(A) 'est aussi.

2. Si A est nilpotente alors exp(A) =1, + A+ -+ est unipotente, i.e. s’écrit de

(n—1)!

la forme I + N ou N est une matrice nilpotente.
3. Si A € M,(R) alors det(exp(A)) > 0.

\. J

Preuve :

1. Ecrivons A = PDP~! ot D est diagonale. Ceci donne que exp(A) = Pexp(D)P~'. Le lemme
permet de conclure vu que exp(D) est également diagonale.

2. 11 suffit de voir que A+ ---+ n ill)' est nilpotente. Le lecteur ayant un doute peut le vérifier a la
main.

3. On rappelle que det(exp(A)) = ™A ¢ R,

r—[Exercice II.G.] \

1. Trouver les matrices A € GLy(R) tel que det(A) > 0 et A & exp(M3(R))
2. Soit A € M,,(C). Montrer que A est diagonalisable si et seulement si exp(A) 'est
3. Montrer que exp(M,,(C)) = GL,(C).
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Correction de ’exercice 1.2. :

1. Prenons ¢ > 0. Sur C, on peut diagonaliser u & e—pres (voir proposition VIII.4 du chapitre 28 sur

la réduction d’endomorphismes) i.e. il existe une base 5 = (€1, ..., e,.) tel que
A1 bi;
[uls =
0 An

ou pour tout 1 <i < j <n, |b;| <e. Quitte & diminuer ¢, on peut supposer que
ne + max(|A1], ..., | A\n]) < R

On considere la norme suivante sur E.

JE — R*
v = [lldslly
Considérons ||.||y, la norme d’opérateur associée a N. On a pour tout z € E, en posant [z]z =

T
(.1,’1 xn) s

n

N(u(z)) = [I[ulsla]sll, = >

k=1

l‘kAk—l— Z bk,jxj

j=k+1

n

Z WJFZ Z |k

k=1 k=1j=k+1

||

I/\

+5Z Z lz;| < (p(u) + ne)N(z).

k=1j=k+1

On en déduit donc que [|ufy < p(u) + ne < R, d’ou le résultat. On notera au passage que cette
preuve nous permet de déduire le résultat suivant.

Soit A € M,(C). Pour toute norme N de C" on notera || - ||, la norme d’opérateur associée. Alors

p(A) = inf {|| A|| y, N norme de C"}

H

En effet, on a pour tout A € Spec(A), |\ < [|A]|y. Pour voir ce point, il suffit de considérer
X € Ker(A— M)\ {0} et de remarquer que [|A[[yN(X) > N(AX) = |[A|N(X). Ceci entraine que
p(A) < ||A]ly, i-e. p(A) est un minorant de H. La preuve ci-dessus montre que pour tout R > p(A),
il existe N tel que [|A]|y < R, ce qui donne le résultat voulu.

2. Preuve exactement similaire a celle (type série entiere) du théoréeme 1.4. en majorant par la norme
et utilisant le produit de convolution.

Correction de ’exercice 1.5. :

Méthode 1 (calculcatoire) : Posons r = ||u||. Soit € > 0. Considérons N assez grand fixé tel que

%

0o
ZT. <
NZ

IS

On a pour tout k > N +1,
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k!
u\* B\ u & Pk —i)k <l
e ) ] S -] [ s
—0
<1 k—+o00
—_—
k! k! k!
N . P k . -+ (9 N . i [es) j
k— )k k— i)kt < rd k— i)kt . 7
SZ( )., r’+Z( Z.), Z+Zf_z( >., 42 =
i=0 v i=N+1 & j=k+1J i=0 & j=N+1J*
— 0 pf
k—+oco 2
En particulier, pour k£ assez grand on a
. u\* e €
"(sz+k> —exp(u)<2+2:5

Et donc

k
, u
(sz + k‘) PR exp(u)

Méthode 2 (réduction d’endomorphisme) : Attention, cette preuve n’est valable que dans le cas
K = C car on y utilise la décomposition de Jordan-Dunford qui n’est valable que dans C. Nous utilisons
ici des propriétés vues dans le chapitre 28 sur la réduction d’endomorphisme.

Soit 3 une base de E ou on peut écrire u = d 4+ v (Jordan-Dunford, proposition VI.9 chapitre 28) avec

[d]g = diag(Aq, ..., A,), v nilpotent et dov =vod

On a alors

"h(k—1).. . (k—i+1) A\ AN\ VG
_Z % diag <1+k> ,...,<1—|—k> R

———diag(eM ..M )=[exp(d)]

k—4o00

Remarquons que dans le terme droite de 1’égalité (x), I'indice de sommation s’arréte a n et non pas k
car v est nilpotent et pour tout ¢ > n, ™ = 0. Ainsi par continuité de la composition/multiplication
(n = dim £ est fixé), on obtient

[(@'dE ; Z)] — [expu) o (Z,)L — leap(d) o exp(v)]s = [exp(d + n)]s = [exp(u)]s

k—+o0 0 T

B
dov=vod

D’ou le résultat voulu.

Correction de ’exercice 1I1.1. :

On rappelle que K[A] est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel M,,(K), qui est de dimension finie.
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K[A] est donc fermé (d’apres la proposition I11.6 du chapitre 11.7). exp(A) est limite d'une suite a valeurs
dans K[A]. En effet, on a
n Ak’

257 e oA
——
€K[A]

K[A] étant fermé, on a bien exp(A) € K[A].

Correction de l’exercice 1I1.6. :

1. Remarquons tout d’abord que pour tout A € M, (R) et P € GL,(R),
PeAP—l — 6PAP_1
et donc
VB € GLQ(R), B e exp(Mg(R)) «— dA e MQ(R), <B>R = exp((A)R)

Il suffit donc de calculer I'image de chaque classe d’équivalence (de conjugaison) par exp.
Rappelons également ce résultat classique

r—[Lemme II.7.]

Deux matrices A, B € M,,(R) réelles sont équivalences dans C si et seulement si elles le sont
dans R, i.e.

3P € GL,(R), PAP ! = B += 3Q € GL,(C), QAQ™' =B

Ceci signifie que toutes les équivalences qu’on manipulera ci-dessous qui sont valables dans C le
sont également dans R des lors que les matrices sont réelles.
Remarquons qu’il est facile de voir que I’exponentielle de toute matrice est de déterminant stricte-

ment positif et qu’il suffit de traiter le cas des matrices de déterminant égal a 1. En effet, pour tout
A € GLy(R) et B € M3(R) avec det A > 0, on a I’équivalence

A 1
A =exp(B) <= m = exp (B ~3 log(det(A))[2>

—_——
déterminant égal a 1

En utilisant cette remarque, on peut voir que pour tout A € Ms(R) de déterminant égal a 1, si il
existe B € GLy(R) telle que A = exp(B), alors
1 =det A = detexp(B) = expTr(B) et donc Tr(B) =0

Sachant que det(exp(B)) = exp(Tr(B)), nous nous intéresseront donc a l’exponentielle de matrices
de traces nulles. Trouvons donc toutes les classes d’équivalence (de conjugaison) d’une matrice de
la forme M = exp(A) avec A € My(R).

— Cas 1 : A diagonalisable dans R.
A étant de trace nulle, on a nécessairement A ~ diag(A, —\) avec A\ € R. Dans ce cas,

exp(A) ~ diag(e,e™) et A € R

Alinsi, ce cas correspond aux classes de conjugaison de la forme

CPGE

paradise 11/15


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

Mathématiques en MP* d’apres un cours au lycée Louis-le-Grand

(o D), )

— Cas 2 : A diagonalisable dans C mais pas R (ou est nulle).

Encore une fois, on a A ~ diag(\, —\) et les valeurs propres de cette matrice son conjuguées
car elle est réelle, ce qui implique que son polynome caractéristique 1’est aussi ce qui fait que
ses racines sont conjuguées. On a alors

A= A<= =Zpuiavec u € R

On en déduit donc que A ~ diag(ui, —ui) avec u € R. Ainsi,

_ [cos(pu) +isin(u) 0 _ [cos(p) —sin(u))
exp(A) = < 0 cos() — isin(u)) () (sin(,u) cos(p) ) = By

L’équivalence (x) est vraie car les deux matrices sont diagonalisables et ont les mémes valeurs
propres, comptés avec multiplicité (un autre argument aurait pu étre le fait qu’ils sont diago-
nalisables, de taille 2, et ont la méme trace et le méme déterminant). Ce cas correspond donc
aux classes de conjugaison de la forme

(s ) L wem)

— Cas 3 : A est non diagonalisable dans C.

Dans ce cas, les valeurs propres de A sont égales (car si elles étaient distinctes A serait dia-
gonalisable). On a alors, étant donné que Tr(A) = 0, les valeurs propres de A sont nulles et

A~ (8 é) (voir exercice V1.6 du chapitre 28 sur la réduction d’endomorphisme). Par consé-

quent, on en déduit que ce cas correspond a la classe d’équivalence <exp(A)>R = <<(1) 1>> .
R

Revenons au cas général. Soit A une matrice de GLy(R). On a

IB € My(R), A= exp(B) <= 3B € My(R), di(A) — oxp (B - ;log(det(A))Ig)
A
— m € exp(Mz(R))

det(A) peut prendre n’'importe quelle valeur dans R*, on en déduit donc que A € exp(M,(R)) si,
et seulement si, A appartient aux classes d’équivalences trouvées multipliées par un réel strictement
positif, ¢’est a dire une classe appartenant a 1’ensemble suivant

{6 o) axofuf(somtm ~oom)) wererasofuf(s }). ar>of

Etant donné que pour tout a > 0, on a

1 0\ (a a\ (1 0\ (a1
0 a/\0 a)\0 a) — \0 a
L’ensemble des classes d’équivalences possibles pour A € exp(M3(C)) sont les classes de I’ensemble
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suivant.

{6 2) axofuf (Gt o)), wemerasofuf(f §). ab=of

On souhaite maintenant trouver les classes d’équivalences des matrices A € exp(Ms(R)). En s’ins-
pirant de l’exercice VI.6 du chapitre 28 sur la réduction d’endomorphisme, on peut voir que les
classes d’équivalence de {A € GLs(R), det A > 0} sont les suivantes

{(62) oerfo{(somtm "o yeraasobu{(s ). arer caol

Donc les classes restantes n’appartenant pas a exp(Msz(R)) sont les suivantes

{(8 i),a<0}u{<8 2>,a<0,b<0eta7éb}

2. Le sens direct a déja été fait, faisons donc la réciproque. Soit A € M, (R) telle que exp(A) est
diagonalisable. Ecrivons la décomposition de Dunford de A

A= D+ N, D diagonalisable, N nilpotente et DN = ND

Notons d I'indice de nilpotence de N. On a alors

d—1 n1k d—1 a1k
exp() = exolD) (L7 ) = exalD) +eso0) (L7 )

Le fait que DN = ND nous donne DN’ = N’D. De plus, par continuité de la multiplication
matricielle, on a également, exp(D)N’ = N’ exp(D) car pour tout r € N,

T Dk , . T Dk
(Se) -~ (%)
k=0 k=0

ce qui nous donne la relation voulue en faisant tendre r vers I'infini. Ainsi, exp(D)N’ est nilpotente
(car N’ est nilpotente et commute avec exp(D)) et donc I'unicité de la décomposition de Dunford
de exp(A) fournit que

exp(D)N'=01ie. N' =0

car exp(A) est diagonalisable. D’apres la proposition VIL.5 du chapitre 28 de réduction d’endomor-

phismes, (I, N,..., N971) est une base de K[N] et donc, en particulier, une famille libre. Ainsi,
N’ = 0 implique que d = 1 i.e. N =0 et A est donc diagonalisable car égale a D, qui est diagonali-
sable.

Remarque : En examinant la preuve ci-dessus, on peut voir que le résultat suivant est vrai : pour
tout A € M,(C), on a I’équivalence

exp(A) = I, <= A est diagonalisable et Spec(A) C 2miZ.

3. La premiére chose a laquelle on pense ici est la décomposition de Dunford. Soit A € GL4(C). On
veut trouver une matrice € telle que A = exp(Q2). En posant A = D + N avec D diagonalisable et
N nilpotente avec DN = N D, on peut voir que

A=D({+ D'N)
N—_——

nilpotente

| S —
H
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Il semble donc intuitif de chercher & montrer qu'il existe A,V € My(C) tels que D = e® et H = eV
et de montrer que A et V commutent. Commencons par montrer ce résultat pour H : on montre
que pour toute matrice de la forme I + N’ avec N’ nilpotente, il existe M € My(C) telle que
I+ N’ = exp(M). Soit donc B = I + N avec N’ nilpotente.

On veut s’inspirer du développement en série entiere de x — In(1+z). On sait que le développement
en série entiere de cette fonction s’écrit

[e.e]

k
n(l+ ) Z k“x

Notre intuition est donc d’utiliser un équivalent matriciel de ce développement en série entiere, et
donc on souhaite montrer que

i k+17:i k+1N7/k
bt k 1 k=t k

N'd =0

est un bon candidat pour la matrice M. On a

2 d—1
y y
TR

e —1=y+ =

n(l42)=2— "+ +(=1)

et donc
z ="t — 1= Q(P(x)) + O((In(1+ 2))?) = Q(P(x)) + O(x7)

On en déduit donc que

polynéme noté R

On voit clairement que R ne contient que des termes de degré supérieur ou égal a d. On en déduit
donc, en utilisant le fait que M? = 0, que

M — T = Q(M) = Q(P(N')) = Q(P(N') = N' +N' = N’

On rappelle que R(N') = Q(P(N'))— N’ est une combinaison de puissances de N’ de degré supérieur
a d et est donc nulle. On en déduit donc que

) d—1 ft le

k=1

En appliquant ce résultat pour N’ = D~!N, on peut écrire

d-1 -1
A=D({I+ D 'N)=Dexp (z_:(_l)kﬂ (D kN)k>
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De plus, D étant diagonalisable, on en déduit qu’il existe Aj,..., A, € Ret U € GL4(C) tels que
D = Udiag(\y, ..., \)U ™!

Soit pu, . .., pta tels que pour tout i € [1;d], e = \; et vérifiant Vi, j € [1;n], \i = \; = 1 = ;.
On veut choisir A de manieére a garder la commutation avec M. Soit F' un polynéme complexe tel que
pour tout i € [1;n], F(\) = u; (existe, pour le voir on peut utiliser les polynémes interpolateurs
de Lagrange). On a alors, posant A = Udiag(jiy, . . ., ftn) U™,

F(D) = Udiag(F(\), ..., F(O)U ™ = Udiag(p, ..., ) U = A

De plus, il est clair que e® = D. A est polynomiale en D et D commute avec M donc A aussi, et
alors en utilisant la proposition 1.4, on en déduit que

A= Dexp(M) = exp(A) exp(M) = exp(A + M)
D’ou le résultat.

Remarque : En examinant la preuve ci-dessus, on peut en déduire facilement le résultat suivant
qui est plus puissant : Pour tout A € GL,,(C), il existe B € C[A4] tel que A = exp(B).

En effet, en reprenant les notations de la preuve on peut montrer que A+ M est un polyndéme en A.
On écrit encore une fois A = D+ N la décomposition de Dunford de A. D’apres la proposition VI.9
du chapitre 28 sur la réduction d’endomorphismes, D et N sont des polynémes en A. En particulier,
en utilisant la méme astuce avec les polyndmes interpolateurs de lagrange, on peut voir que D~}
est un polynoéme en D et donc un polynéme en A. Par conséquent on voit que D' N est également
un polynéme en A. On en déduit alors finalement que M est un polynéme en A. On a vu que A
aussi et alors M + A est également un polyndéme en A.

Document compilé par Omar Bennouna et Issam Tauil le 18/02/2023 pour
cpge-paradise.com.
Si vous repérez une erreur, ou avez des remarques, priere de me contacter via 'adresse
contact@Qcpge-paradise.com.
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