MPSI2, Louis le Grand

Devoir en temps libre °9 : Mécanique du point

Pour le lundi 19 mars

Les vecteurs sont distingués par des fléches : A A désignant la norme de Aet Ay ln composante de
x selon la coordonnée x. Dans tous le progléme le référentiel terrestre R, dans lequel régne le champ
de pesanteur G sera considéré galiléen pour la durée des phénoménes décrits.

Probléme 1 : De David a Thierry
On s’intéresse aux mouvements d'une fronde, instrument permettant a de lancer des projectiles (des pierres
taillées) avec une grande vitesse apres les avoir fait tournoyer dans une laniéere.

On modélise le projectile par un point matériel de masse m et la fronde par un simple fil idéal de longueur
l.

On négligera tout frottement dans le probleme.

I Généralités sur le mouvement circulaire

I.1. (a) Etablir les expressions suivantes de la vitesse 7 et de I'accélération @ d’un point repéré par les

coordonnées cylindriques r, 6, z :

T s+ rlel + e @ = <F—r92>a’+(ré+2fé)a;’+ée_z’.

(b) En déduire leurs expressions pour un mouvement circulaire de rayon £ constant.

1.2. Un point matériel M de masse m est en mouvement
sans frottement sur une surface horizontale. Il est 1ié
par un fil idéal de longueur £ & un point fixe O.

(a) Déterminer la norme 7' de la tension du fil
quand son mouvement est circulaire uniforme —

de vitesse angulaire w constante. Ex
. , . , O l
(b) Le point matériel décrit un mouvement circu-
laire caractérisé par une croissance de l'angle 6 \
selon : \»
0= 771527 0

avec 7 une constante positive. Donner l'expres-
sion de la résultante F' des forces auxquelles
il doit étre soumis. Commenter la nouvelle ex-
pression de la tension.

1.3. Le point matériel est maintenant lié au point O par un ressort de longueur au repos /g et de raideur k
et est animé d’un mouvement circulaire uniforme de rayon £ et de pulsation w. Déterminer le rayon ¢
en fonction de ¢y, k w et m.

Il Mouvement horizontal

Une fronde est manipulée par un lanceur qui la fait tournoyer dans un plan horizontal au dessus de sa
téte, dans un mouvement circulaire uniforme de pulsation w constante et de rayon R. Le fil forme un angle
« constant avec la verticale.

e—;—>
g0 %
% O R
e ‘\
2R M
Vue de profil. 0

Vue de dessus.

1.1. (a) Quelle doit étre la résultante des forces selon la verticale ? En déduire la tension du fil en fonction

de la masse m, de I'accélération de la pesanteur g et de ’angle a.

(b) En déduire I'expression de I'angle « en fonction entre autres de la pulsation w du mouvement de
rotation. Vérifier la limite de o quand w tend vers l'infini.

(c) Calculer la fréquence minimale du mouvement de rotation pour que 1’angle o soit supérieur a 80°.
(d) Calculer l'intensité de la force de tension 7" quand 1’angle o vaut 80°. Commenter l'effort a fournir

par le lanceur.

11.2. La fronde étant en rotation uniforme horizontale a la pulsation w, ’homme lance le projectile vers
I'avant. On modélise le lancer en considérant que le fil est coupé instantanément.

(a) Quelle doit étre la valeur de I’angle # a I'instant du lancer pour que le projectile parte dans la
direction du vecteur e, ? Quelle sera la nature du mouvement ultérieur ?

(b) Etablir 'équation de la trajectoire du mouvement z(y) une fois que le projectile est lancé. On tra-
cera également son allure.

(c) Lelanceur faisait tournoyer la fronde dans un plan horizontal a la hauteur h du sol, avec un angle
a = 80°. Déterminer l'expression puis la valeur de la distance d parcourue par le projectile quand
il atteint le sol.

(d) Quelle est alors la norme de sa vitesse ?

(e) Que pensez-vous de lefficacité de ce mouvement horizontal pour la fronde ?
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Il Mouvement vertical IV Utilisation d’un ressort
On étudie désormais un mouvement de rotation de la On étudie 'utilisation d"un ressort de constante de raideur & et de longueur au repos 4o au lieu d’un fil
fronde dans un plan vertical, plus conforme a l'utilisa- 0] pour éviter la détente lors du tournoiement. On s’intéresse toujours au mouvement dans un plan vertical.
tion traditionnelle qui en est faite. La laniére est désor- V.1. Le mouvement peut-il étre circulaire uniforme ? Justifier votre réponse.
mais toujours incluse dans le plan vertical et tourne =

oqy

autour d'un point O fixe, situé a la hauteur h du sol
précédemment utilisée. Dans cette partie, 'angle 6 dé- 0
signe désormais 1’angle des coordonnées polaires as-

socié a la rotation dans le plan vertical.

111.1. On étudie tout d’abord le mouvement d’oscillation de la fronde.

(a) Etablir I'équation différentielle d’évolution de 'angle 6. On y fera apparaitre une pulsation wy
qu'on exprimera en fonction de £ et g. Le mouvement peut-il étre circulaire uniforme ?

(b) Le projectile est animé a I'instant t = 0 d’une vitesse de norme vg alors qu'il se trouve en § = 0.
Vérifier que 1’évolution ultérieure de 6 vérifie 'équation :

2

. v,

6% = Z—g — Zw? (1 —cos(0)) .

(c) En déduire I'expression de la norme 7" de la tension du fil en fonction de m, g, £, vo et cos(0) tant
qu’il reste tendu et que la vitesse de M ne s’annule pas.

(d) Calculer la valeur de vo pour laquelle la valeur maximale de la tension atteint 15 N.

111.2. (a) Lanorme T de la tension peut-elle s’annuler tant que |0| < 7/2? Justifier votre réponse.

(b) Etudier les angles pour lesquels d s’annule et ceux pour lesquels T’ s’annule et en déduire a quelle
condition portant sur vg le point M peut parcourir un tour complet. Calculer la valeur correspon-
dante de vg.

(c) En déduire I'allure du portrait de phase du mouvement de M. On tracera quelques trajectoires
caractéristiques des différents mouvements observables dans le plan (0, ) et on se limitera aux
portions du mouvement ot le fil reste tendu.

111.3. On considére désormais que la vitesse vg est suffisante pour que le fil reste tendu durant le tournoie-
ment. On désigne par 6; la valeur de 6 a I'instant ot le projectile est lancé.

(a) Tracer I'allure des trajectoires ultérieures du projectile pour les valeurs 6; = 0°;45°;90°.

(b) Déterminer 1’expression de la distance d parcourue par le projectile avant d’atteindre le sol en
fonction entre autres de vg et 6;.

(c) Calculer d pour §; = 45° et pour la valeur de vy déterminée a la question Déterminer
également la hauteur maximale atteinte par le projectile au cours de sa trajectoire et sa vitesse
quand il atteint le sol.

(d) Dans un récit biblique, David tue Goliath a I’aide d"une fronde qui l’atteint a la téte. Goliath y est
décrit d"une taille d’environ 2,5 m. Cela vous parait-il réalisable ?

V.2. On étudie la possibilité d'un mouvement uniforme de pulsation w constante. On note ¢; la longueur
du ressort quand il passe a I'instant initial par la position 6 = 0.

(a) Etablir les deux équations différentielles vérifiées par la longueur £ et I’angle 6.

(b) En déduire qu'un mouvement uniforme de pulsation constante w est possible si certaines condi-
tions sont vérifiées. On précisera les expressions de :
e k en fonction de w et m.
e /; en fonction £y, g et w.

c) Calculer les valeurs de k et £; pour la valeur de w correspondant a la valeur de la vitesse vg de la
) Calculer ] 1 de k et £; pour la valeur d pondant a la valeur de del
question|lll.1d} On prendra £o = 80 cm.

(d) Déterminer également l'expression de I’amplitude des oscillations de 1’élongation du ressort et
calculer sa valeur. Commenter.

V.3. Lutilisation d'un ressort plutét qu'un fil vous parait-elle présenter un intérét? Quelles critiques
apporteriez-vous au modeéle de fronde présenté dans ce probleme ?

Données : masse du projectile m = 50 g, longueur de la fronde £ = 80 cm, accélération de la pesanteur
g=9,8m-s"2 hauteur h = 1,6 m.
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Correction du probléeme 1 (d) On calcule ici :

T=—"9

=2,8N.
I Généralités sur le mouvement circulaire cos(a)

C’est aussi 'ordre de grandeur de la force a fournir par 'opérateur pour garder le point d’attache
I.1. (a) Faiten cours. immobile. Il s’agit d’une force trés peu intense.
(b) On retrouve les résultats a connaitre par cceur :
. . 1.2. (a) Le vecteur vitesse initial doit étre selon e, or il est tangent a la trajectoire circulaire. On doit donc
v = lheg T = —16%¢;. choisir § = 90°. En I'absence de force de tension, on a un mouvement de chute libre. La trajectoire

sera dans un plan vertical, parabolique en I’absence de frottement.

~

1.2. (a) Laréaction normale du support compense le poids. La loi de la quantité de mouvement s’écrit en

coordonnées polaires : (b) Les résultats classiques du cours donnent les équations du mouvement d’un point matériel initia-
' R = lementeny = 0,z = h (il n'est pas intéressant de conserver l'origine au centre de la trajectoire
m <*€0 er + EGeg) =-Ter + I, précédente) soumis a l'accélération de la pesanteur g et de vitesse initiale o3 = voey (avec un
angle 5 = 0).
en tenant compte d"une éventuelle force Fautre que la tension du fil. Sile mouvement est circulaire gle )
uniforme, on a 0 = w = cste soit T' = mlw?. 1, 1,
(b) Le mouvement ne peut étre uniformément accéléré que si la force comporte a la fois des compo- z=F- 5gt +uosin(B)t =h — 29 t Y = Yo + vo cos(B)t = vot
santes radiale et orthoradiale. On a en effet :
R . . On en déduit la trajectoire :
F=md=m (ZGe‘g’ - 292) =mt (2neg — 4n*t?e) .
z—h:ytan(a)—L %z:h—@.
1.3. Dans le cas d"un ressort, la tension est donnée par : T' = k(£ —£p). L'équation précédente devient donc : 202 (cos(a))? 202
k(€ — €o) = mbw? — £ = b
0/ = 71— mw? / Kk’ (c) Quand le sol est atteint, on a z = 0, soit une distance d = vg+/2h/g. Les calculs précédents
donnent :
Ce mouvement ne sera donc possible que si le ressort est suffisamment raide pour que k¥ > mw? car gt ohl
son élongation tend vers l'infini pour k = m w?. vp = £sin(a)w = sin(c) — d = sin(a) =3,8m.
cos(a) cos(a)
I Mouvement horizontal La distance croit assez rapidement avec 1’angle : pour o = 89° on obtient d = 12m.
. 41 . s . 1 42 .
II.L1. (a) Larésultante des forces verticales doit étre nulle pour que le mouvement reste dans un plan hori- (d) On a immédiatement § = vo et 2 = —gt. Comme le sol est atteint pour h — 39t = 0, soit

zontal. En notant 7" la tension du fil, on doit donc avoir : t=+/2h/g,ona

T — mg.
cos(a) =mg G=uvo eti=—/2gh v =/p2+ 22 = /v +2gh =87m s\

(b) La composante de la tension dans le plan horizontal du mouvement est 7"sin(«). Le rayon du

mouvement est par ailleurs £sin(«). Les équations précédentes deviennent donc : Ici aussi, un angle de 89° donne une valeur significativement plus élevée de : 21m - s~ 1.
m On aurait bien str pu (et d{1) établir directement ce résultat grace au théoréme de 1'énergie méca-
mesin(@)w? = Tsin(a) —» T = mlw? = J__, cos(a) = I ; . pu( ) 8 &
cos(a) fw? nique :
1 2_1 o h
On constate que pour o < 1, on doit avoir w? = g/l et qu'il faudra w— oo pour aller vers M= 5o +mgh.

a=m/2.
(€) Pour avoir a = 80°, on calcule : (e) Ce mouvement n’est pas tres facile a réaliser, il sera plus simple de faire tournoyer la fronde dans
! ’ un plan vertical. De plus une erreur sur l'instant o1 on lache le projectile donne une grande erreur
! J(2m) 1 g 134H dans la direction du lancer alors que pour un mouvement vertical, cette erreur ne changera que la
= W T) = —_— Z.
\/ £cos(a) ’

o hausse du tir et pas le plan horizontal dans lequel il est lancé.
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.1 (a)
(b)
(c)
(d)
2. (a)
(b)

Mouvement vertical

Les résultats classiques du cours sur le pendule simple donnent :

—mlb? = —T + mg cos(h) mlf = —mgsin(6).

La deuxiéme équation s’écrit :
6= —w? sin(9),
avec w? =g/t.
Pour un mouvement circulaire uniforme, on devrait avoir § = 0, impossible si 6 n’est pas constam-
ment nul.

La solution proposée correspond, pour 6 = 0, a v2 = (202 = v3, ie la condition initiale. On
vérifie de plus qu’elle est solution de la deuxiéme équation différentielle. En dérivant I’expression
proposée, on obtient :

206 = —2w% sin(0)0 — 6 = —wF sin(6),
comme I"annonce I'équation différentielle.
La premiére équation différentielle donne alors :
2

+ U70 —2g(1 — cos(@))) =m (g(B cos(0) — 2) +

?)
3)

T = mgcos(0) + m? =m (g cos(0)

La tension est donc de norme maximale pour cos(f) = 0 ot elle vaut :

2
o ,max Tmax
—— | — V0o,max = L -
¢ m

Tmax = m <g + g) =152m-s~ L

OnaT = mgcos(§) + meb? : il faut donc que mg cos(8) soit négatif pour envisager I’annulation
deT.

La vitesse angulaire § s’annule pour = 6, tel que
: v2 v2 v2
0=102="0—20%(1- 0v)) — 0))=1- -2 =1-_"0
2 w? (1 — cos(6y)) — cos(y) Qw?l? 390

La tension s’annule quant a elle pour § = 67 tel que

Dans l'intervalle [7/2; 7 ] On a maintenant cos(f) < 0 et toujours cos(#) décroissant. La condi-
tion d’annulation de la tension est donc réalisée avant celle de la vitesse ; le fil se détend avant
que la vitesse ne s’annule.

On observera donc des révolutions si le fil ne s’est pas détendu en § = , soit si :

vh
39/

<—1—v9>+/5g0=63m- s L.

wi N

(c) Les différentes trajectoires sont représentées a la figure[T} On y distingue des trajectoires :
o fermées caractéristiques des mouvements pendulaires,
e interrompues caractéristiques des mouvements interrompus par détente du fil,
e «ondulantes » caractéristiques des mouvements de révolution périodiques.

10 .
_ st 1
T i 7
K ]
s | ]
S 0F 4
-5F -
I N T T S T S N S T N M |

-100 0 100 200 300 400

0(°)

Fic. 1 : Trajectoires dans 'espace des phases. Les trajectoires en noir continu, correspondant aux mouve-
ments pendulaires; les trajectoires en noir interrompu correspondant aux mouvements ot le fil se détend

2 2 ) v2 avant d’atteindre le sommet ; et les trajectoires en gris correspondant aux mouvements de révolution pério-
cos(0r) =7 — 2 = (1- -2 ). diques.
3 39 3 29l
Remarquons que ces deux expressions de cos(f) sont de méme signe, les angles 6,, et 1 seront o
donc soit tous les deux inférieurs a /2, soit tous les deux supérieurs a 7 /2. I11.3.  (a) On observe des trajectoires :

Dans l'intervalle [0; 7/2 ] On a cos(f) > 0 et cos(#) décroissant, la condition d’annulation de la
vitesse est donc réalisée avant celle d’annulation de la tension;; le fil reste tendu et le systéeme
oscille comme un pendule simple.

o verticale pour 6; = 90°

e paraboliques dans les deux autres cas, avec un vecteur vitesse initial qui forme I’angle 6; avec
I'horizontale.
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(b) L'expression précédente de la trajectoire donne :

gz?

z=h—Lcos(0¢) + xtan(0;) — ———,
( t) ( t) QU%(COS(Qt))Z

avec :

2
. 2
v =00 = z\/’ég - 2%(1 —cos(6y)) = vo\/l - vif(l — cos(6y)).

0

Le projectile atteint le sol pour z = 0, soit, apreés calculs :

(14 1+

On calcule d = 23,9m, pour 0; = 45° et vg = 152m - s~1. On atteint le sommet de la trajectoire
pour z = 0, soit t = vg sin(6;)/g, ot z = h — £cos(0¢) + vo sin(0¢ )t — %th. On calcule ici

vZ sin(20;)

2g

g 2(h£cos(9t))g> .

v2(sin(6;))?

(c

N

v% (sin(Gt))2

Zmax = hecos(60) + 2%

v2
=h—Lcos(8) + -2 =6,9m.
4g

Comme précédemment on obtient (le plus efficace est de nouveau d’utiliser 1’énergie) que la vi-
tesse au sol sera :

v =

vE +2g(h — £cos(#)) ~vo =15m - s7L

car |'énergie acquise sur une chute de I'ordre du m est négligeable devant 1’énergie cinétique as-
sociée a vg.
(d) Lordre de grandeur des distances (portée, élévation) est de v2/(2g). En prenant v2/(2g) ~ 3m,
on obtient vg = 7m - s~1, facilement réalisable. Il est tout  fait possible d’atteindre un point situé
a environ 3m.

IV Utilisation d’un ressort

IV.1. Sur un mouvement circulaire uniforme, I’accélération est purement radiale. Or ici la tension du ressort
est toujours radiale mais le poids aura une composante orthoradiale pour # # 0 mod = :le mouvement
circulaire uniforme n’est pas possible.

> 4

IV.2. (a) Les équations du mouvement sur €, et eg s'écrivent respectivement :

m(f — £6%) = —k(£ — L) + mg cos() m (2060 + £6) = —mgsin(6)

0 —106% = — = (¢ — 4y) + gcos(0) 200 + 06 = —gsin(6),
m
(b) Pour un mouvement uniforme, avec £ = cste =w et § = wt on obtient :

/—t? = fg(é —£p) + gcos(H) 20w = —gsin(wt).

La deuxiéme équation peut, puisque 6 = cste =w, s'intégrer en :

9

57 (1 — cos(wt)) .

t t
/éclt:—i /sin(wt)dt%@:fi— )]
2w
t=0 t=0

Pour que la premiére équation soit vérifiée, il faut alors avoir :

k
- tw? = (£ —£p) 4 g cos(wt)

m

(1~ cos(wt))) w? = gcos(d) — % (zi - % (1- cos(wt))) .

—g cos(wt) — <£i 52

Pour que cette égalité soit vérifiée pour tout ¢, il faut que les termes en cos soit égaux d"une part
et que les termes constants le soient d’autre part, soit :

2:1“0702 =25 et —Ziw2+%:—£ (&-—éo—ﬁ)
%:4& €¢=§€o+2w%.
(c) Onavaitvg =15m-s~1.Ona par ailleurs : w = vg /¢;, on doit donc résoudre le systéme :
k:4mv(2) l-:% gZ?.
e T3 202

On cherche les valeurs de ¢; vérifiant la deuxieme équation. On obtient : £; = 1,09m ou ¢; =
44,8 m. La deuxiéme solution n’est évidemment pas raisonnable, on aura donc ¢; = 1,09 m. On
calcule alors :
b — 4mv3
2
%

£; =1,09m =38N

L'élongation du ressort est loin d’étre négligeable puisque il doit étre allongé de 30 cm par rapport
a une longueur au repos de 80 cm.

(d) L’équation assure que I'amplitude des oscillations de £ (notée Af), entre = 0 et § = 7, sera
Al = g/(2w?) = gfé = 2,6cm : le mouvement est pratiquement circulaire uniforme puisque
0
Al L L.

V.3. Au vu des grandes vitesses qu’on cherche a atteindre, le fil ne risque pas de se détendre. De plus le
mouvement n’est pas une simple rotation autour de la main du lanceur puisque celle-ci décrit également
un cercle pour communiquer plus efficacement de I'énergie a la fronde. L'utilisation d"'un ressort au lieu
d’un fil ne présente donc pas un grand intérét.

Il faudrait d’ailleurs développer davantage le modéle pour étudier et prendre en compte le mouve-
ment de la main du lanceur, qui est primordiale pour accélérer le projectile, entretenir le mouvement
et rajouter une impulsion a I'instant du lancer.
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