MPSI2, Louis le Grand

Cinématique en mécanique newtonienne

Semaine du 15 février au 08 mars

Exercices d’application : Calcul, ascenseur, clefs, distance de sécurité, espace des
phases, mouvement circulaire, carrousel, spirale logarithmique, coordonnées
sphériques

Culture en sciences physiques : Clefs, accident, basket, conjonction, mouvement cir-
culaire, carrousel, solide en rotation, coordonnées sphériques, dilatation du temps

Corrigés en TD : clefs, accident, basket, carrousel, perceuse

Coordonnées cartésiennes

Exercice 1 : Calcul

Déterminer les composantes des vecteurs vitesse et accélération, dans la base cartésienne, pour un mouve-
ment de coordonnées :

y(t) = vot  z(t) = zo.

Déterminer également les expressions de leurs normes.

T = a0t2 + xo

Exercice 2 : Utilisation de courbes

6 — -
On donne ci-contre la courbe représentant 1'accéléra- A
tion en fonction du temps au cours d’un mouvement £
rectiligne. A la date t; = 1s, sa vitesse est v1 = =
3m - s~ . Déterminer sa vitesse aux dates to = 4s et
t3 = 15s.

0 1 1
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Exercice 3 : Ascenseur
Un ascenseur est animé d’un mouvement rectiligne vertical ascendant :

o uniformément accéléré d’accélération a, = 2,0m - s~ 2 pendant une durée t, = 3,0s;
e uniforme pendant une durée ¢, =7s;
o uniformément décéléré d’accélération de norme ay = 1,0m - s~2 pendant une durée ¢4 jusqu’a I'arrét.

1. Tracer la courbe représentant la vitesse en fonction du temps et en déduire la durée t4. Y lire graphi-
quement la distance totale parcourue.

2. Tracer la courbe représentant 1’accélération en fonction du temps. Comment peut-on y vérifier que
l'ascenseur s’est bien arrété ?

3. Tracer I'allure de la courbe représentant la position en fonction du temps.

Exercice 4 : Quand on a oublié ses clefs
1. Un conducteur démarre avec accélération constante a en ligne droite puis se rend compte au bout d"un
temps ¢1 qu'il a oublié ses clefs... Il décélere alors avec une accélération de méme norme.

(@) Quelle durée met-il a s’arréter ? Tracer la courbe représentative de la vitesse.

(b) En déduire I'expression de la position en fonction du temps. Tracer également la courbe représen-
tative.

(c) Déterminer la distance totale parcourue avant l’arrét. Proposer une lecture graphique de cette
distance.

2.
L'évolution de la vitesse du méme conducteur est main-
tenant donnée par lellipse ci-contre de forme générale :

2 2
) (2 -
Vo to

(a) Vérifier I’expression donnée en des points bien choi-
sis de la courbe. Déterminer 1'expression de v, en
fonction du temps. 0

(b) Déterminer de méme la distance totale parcourue
avant larrét.

Exercice 5 : Distance de sécurité

En arrivant sur une zone d’accident, chaque voiture diminue instantanément sa vitesse de v; a v2. Chaque
voiture mesure la méme longueur [. Quelle doit étre la distance entre les voitures pour éviter une collision.
Calculer pour v1 = 130km - h™ !, vo =90km-h~let! =4m.

Exercice 6 : Accident?

On considére une voiture modélisée par un parallélépipéde de largeur L en mouvement rectiligne uniforme

le long d’un trottoir rectiligne Oz.
Un piéton commence a traverser la route au
moment ot la voiture se trouve a une dis-
tance D. Le mouvement du piéton, modé-
lisé par un point M, est rectiligne uniforme
a une vitesse de norme v. Il peut choisir
'angle ¢ que forme son vecteur vitesse U M
avec 'axe Oy, qui reste compris entre 0 et
/2.

>}
=

1. On choisit l'origine des coordonnées cartésiennes au point de départ du piéton. Déterminer les coor-
données z et y des points Az et M en fonction du temps.

2. En déduire, pour un angle ¢ donné :

e l'instant ¢, ot1 les abscisses de M et A3 sont égales;
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e l'instant ¢, ol1les ordonnées de M et A2 sont égales.

En déduire la vitesse minimale vmin () permettant au piéton d’éviter la voiture quand il se déplace
dans la direction donnée par ¢.

3. (a) Endéduire la vitesse minimale vg que doit posséder le piéton pour éviter la voiture en choisissant
le meilleur angle. On pourra dériver 1'expression de vmin(¢) en fonction de ¢ ou mettre I’expres-
sion de vmin(¢) sous la forme vmin = % otl les constantes K et § dépendent des distances
DetL.

(b) Déterminer les expressions de vg pour D > Let L >> D, ainsi que les valeurs de I'angle ¢ optimal
correspondant. Commenter.

Exercice 7 : Basket-ball

On précise les caractéristiques de la trajectoire d’un objet en mouvement uniformément accéléré. On prend
un vecteur accélération @ = —gez, avec g une constante positive. Ces trajectoires sont caractéristiques des
mouvements dans le champ de pesanteur, en 1’absence de frottement.

1. Quel est le systéme de coordonnées approprié ?

2. Lobjet se trouve a l'instant initial & la position = 0, z = h et est animé a cet instant du vecteur vitesse
To = v (cos(a)éz + sin(a)ez), avec a € [0°90°]. Etablir I'équation de sa trajectoire.
3. (a) Déterminer I'abscisse ¢ pour laquelle z = 0 ainsi que l’altitude maximale atteinte zg.
(b) Comment zg varie-t-elle avec 'angle o quand v reste fixé ? Avec h ?
(c) Dans le cas h = 0, pour quelle valeur de « la distance z¢ est-elle maximale ?

(d) Pour unlancer au basket-ball (vitesse vg del'ordrede 10m - s—1, g = 9,8 m - s—2) la taille du joueur
influe-t-elle beaucoup sur z¢ ? On considérera que le lancer est effectué dans les conditions de la
question précédente.

Exercice 8 : Cycloide

Une roue de rayon R et de centre C roule sans glisser sur un axe
Oz. Le mouvement de la roue est paramétré par I’angle 6(t) donty 4
on a tourné un rayon de la roue a partir de sa position initiale. H c

>
=

1. Montrer que si la roue ne glisse pas, 1’abscisse du centre de

la roue xc est liée a 6 par : xc = z¢, + R6. - v
»

0 x

2. Quelles sont en fonction de R et § les coordonnées (dans le repére cartésien d’origine O) du point M
de la périphérie de la roue qui coincidait pour # = 0 avec O ? L'ensemble de ces points constitue par
définition une cycloide. Tracer cette courbe.

3. Calculer en fonction de R et de 6 et ses dérivées, les composantes de la vitesse et de ’accélération de
M.

4. Donner les valeurs des composantes de la vitesse et de I’accélération de M au moment o1 celui-ci touche
l'axe.

Exercice 9 : Espace des phases
On considére un point animé M d’un mouvement unidimensionnel uniformément accéléré dans un réfé-
rentiel R. On note @ 'accélération constante de M.

1. Choisir soigneusement le repére le plus adapté pour y décrire le mouvement de M.

2. On désigne par zg et vg respectivement la position et la vitesse initiales de M. Etablir la trajectoire de
M dans I'espace des phases. On distinguera différents cas selon les signes respectifs de ¢ et vg.

Exercice 10 : Le chien /e~

On considére deux demi-droites perpendiculaires (Oz) et (Oy). A l'instant ¢ = 0, un homme part de O et
parcourt I’axe (Oy) avec la vitesse constante v. Au méme instant, son chien part d’un point A de l'axe (Oz),
situé a la distance a de O, et se dirige constamment vers son maitre en courant a la vitesse 2v.

1. Déterminer la direction du vecteur vitesse du chien en fonction des coordonnées (z , y) du chien et de
son maitre (x 57 , yar), puis en fonction des coordonnées (x , y) du chien et du temps.

d 2 d2 2
2. Montrer que l'équation différentielle de la trajectoire du chien est :1 + (d—y) = 4a? (d—g) .
xT x

3. Vérifier que cette équation admet pour solution des fonctions de la forme y = ax3/2/3 — /z/a + 8
ol a et 3 sont des constantes qu'on déterminera.

4. A quel instant le chien rejoint-il son maitre ?

5. Déterminer, de deux fagons différentes, la longueur de la trajectoire parcourue par le chien.

Coordonnées polaires

Exercice 11 : Calcul
Déterminer les composantes, dans la base cylindrique, des vecteurs vitesse et accélération d’un mouvement
dont les coordonnées sont :

r=agt? +r9 O(t) =060 +wt 2(t) = vot.
Déterminer également les expressions de leurs normes.

Exercice 12 : Mouvement d’un point sur une spirale logarithmique
Un point M décrit la courbe d’équation polaire suivante : (r = be~%/7 ;0 = wt) avec T ,w des constantes
positives. Tracer I'allure de sa trajectoire.

1. Déterminer 1’équation de la trajectoire. Comparer la distance a I'origine O du point M quand il est en
o et a l'issue d'une révolution supplémentaire autour de O.

2. Déterminer les composantes radiale et orthoradiale de la vitesse et de l'accélération du point M.
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3. Endéduire les normes de ces vecteurs ainsi que ’angle que fait le vecteur vitesse avec le vecteur position
—
OM.

Exercice 13 : Mouvement circulaire
Un point est contraint de se déplacer sur un cercle de rayon R et de centre O. On décrit son mouvement en
coordonnées polaires de centre O. Il se trouve en § = 0 a I'instant initial.

1. Rappeler 'expression des vecteurs vitesse et accélération en coordonnées polaires pour une trajectoire
circulaire.

2. Donner 'expression de 6(t) si le mouvement s’effectue avec une vitesse de norme vy constante et s’il
s’effectue avec une norme croissant linéairement en fonction du temps : v = kt avec k une constante
positive.

3. En déduire dans ce dernier cas :

(a) l'expression du vecteur accélération et sa norme en fonction du temps,

(b) I'expression de la distance D parcourue en fonction du temps.

4. Le rayon du cercle est R = 2,0m et la norme v croit de 1,0m - s~! toutes les 5s. Combien de tours le
point aura-t-il effectués quand le module de son accélération atteindra a = 3g, avec g = 9,8 m - 5727

Exercice 14 : Conjonction de planétes

Deux planétes assimilées a des points M 4 et M p décrivent des orbites circulaires de méme centre O dans
un méme plan, en tournant dans le méme sens. Leurs mouvements sont circulaires uniformes, de périodes
respectives T's et T'z.

1. Déterminer la durée séparant deux conjonctions de M 4 et Mg, définies par 1’alignement des points O,
M 4 et Mg, dans cet ordre.

2. Calculer cette durée pour Vénus et la Terre, de périodes respectives Ty, = 225jours et T’ = 365 jours.

Exercice 15 : Carrousel

On considere un carrousel circulaire de rayon R en rotation autour de son centre O a la vitesse angulaire w
constante par rapport a un référentiel R. Un homme assimilé a un point se déplace a sa surface a la vitesse
v constante.

1. (a) L'homme se déplace en suivant un rayon du cercle (Figure[Ta). Il se trouve a I'instant initial en
O et se dirige dans la direction § = 0. Déterminer ses coordonnées polaires r(t) et 0(t) dans le
référentiel R.

(b) Méme question si ’homme se déplace a la vitesse v constante le long d'un cercle de rayon 7 de
centre O, dans le méme sens que la rotation du carrousel (Figure , avec § = 0 a I'instant initial.

2. Déterminer dans les deux cas précédents le vecteur vitesse et le vecteur accélération dans R de
I’'homme.

3. Déterminer, dans les deux cas précédents la valeur maximale du rayon R pour laquelle la norme de
l’accélération reste inférieure a g = 9,8m-s 2siv =1,0m-s~ et w =27/5rad - s~ 1.

P(tz) P(tZ)

w

_\r(tl) P(tl)

0(11)

]

r(t)
0(1,)

r(t

(a) (b)

Fic. 1 : Trajectoires de 'homme entre les instants ¢1 et ¢2. Le point P est un point fixe du carrousel.

Autres themes

Exercice 16 : Perceuse

foret mors J corps
On étudie le mouvement de rotation d'une perceuse al l l

électrique de bricolage. L'ensemble du foret et du e
mors constitue un solide en rotation autour de 'axe ! !
de symétrie de révolution du mors, noté A. Iy
La notice dutilisation de la perceuse indique une vi-

tesse de rotation variable du mors par rapport a la per-

ceuse pouvant aller jusqu’a 2300 tours par minute. On

utilise un foret de diameétre d = 8,0 mm.

Fic. 2

On désigne par Iy = 7,0 - 1072 m la longueur du foret a l'extérieur de la perceuse, par [, = 3,0- 107! m
la longueur du corps de la perceuse et par R, = 1,8 - 107! m la plus grande distance a I'axe du mors d’un
point de la perceuse.

1. Déterminer la norme du vecteur vitesse des points de la périphérie du foret.
2. En raison d'un défaut de serrage, 'axe de symétrie du foret se déplace brusquement pendant qu'on

l'utilise pour percer un trou dans un mur. On considere que les axes de symétrie du foret et du mors
forment alors un angle de 5°.

(@) On considére que le foret se bloque instantanément dans le mur quand il se désaxe. Si la per-
ceuse n’est pas tenue assez fermement, on peut considérer que pendant un temps cours la vitesse
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de rotation du mors par rapport a celle-ci reste constante. Estimer la vitesse maximale que peut
atteindre un point de la perceuse.

(b) Silemur est assez tendre et la perceuse maintenue assez fermement, on peut en revanche considé-
rer que le corps de la perceuse reste immobile et que la vitesse de rotation du mors par rapport au
corps reste la méme. Estimer la vitesse maximale que peut atteindre un point du foret et décrire
le trou formé.

3. Reprendre ces questions si c’est maintenant 1’axe du mors de la perceuse qui en raison d"un défaut de
fabrication forme un angle o avec celui du corps de la perceuse.

Exercice 17 : Coordonnées sphériques

On étudie le mouvement d'un avion se déplacant a faible altitude autour de la Terre. On peut alors consi-
dérer qu'il évolue a la surface d"une sphére de rayon R7. Sa position y est repérée par les angles 0 et ¢ des
coordonnées sphériques.

1. Son vecteur vitesse U par rapport a la Terre est de norme constante.

(a) Il se déplace du nord vers le sud. Déterminer I’évolution de ses coordonnées sphériques 6 et .

(b) Méme question s'il se déplace sur un cercle de latitude 6 constante, d’est en ouest.

2. Il se déplace maintenant du nord vers le sud et d’est en ouest en gardant toujours le méme angle o par
rapport a I’axe nord-sud. Comment doit-il ajuster la norme v de son vecteur vitesse en fonction de sa
position pour toujours garder le Soleil au zénith ?

Exercice 18 : Bon couragecd
Déterminer les expressions de la vitesse et de 1’accélération en coordonnées sphériques.

Exercice 19 : Dilatation du temps en mécanique relativiste ¢
On illustre dans cet exercice une conséquence de l'invariance de la vitesse de la lumiére postulée par la
relativité restreinte : la dilatation du temps dans un référentiel en mouvement.
On considere deux observateurs, un chef de gare immobile - = :
sur son quai et un contréleur, immobile dans un train se i
déplacant en mouvement rectiligne uniforme a la vitesse V' |
par rapport au quai. Dans tout I'exercice on distinguera la ®’ L
temps dans le référentiel du train R’, noté ¢’ de celui dans :
le référentiel (R) du quai, noté t. On supposera que les ré- 1
i

férentiels liés a la gare et au train sont bien galiléens. o v o u B

A Vinstant initial # = 0, le contréleur envoie une impulsion lumineuse (faisceau laser par exemple)
verticalement vers un miroir situé a une distance D. Cet instant est également choisi comme l'instant ¢ = 0
dans R. A cet instant, le controleur est en O’, le chef de gareen O et O = O'.

1. On raisonne tout d’abord dans le référentiel R’. En admettant que la lumiére s’y propage a c, quel est
le temps T” mis par la lumiére pour atteindre le miroir et revenir au contrdleur.

2. On admet que conformément a la théorie de la relativité restreinte, la lumiere se propage également a
c dans le référentiel R’. Compte-tenu du déplacement de M dans R durant la propagation lumineuse,
son trajet y est triangulaire.

(a) Etablirlarelation entrel’angle « (fait par la direction du faisceau lumineux avec I’horizontale dans
R), ¢, L et le temps T mis par la lumiére pour revenir au contrdleur dans R.

(b) Etablir une autre relation entre o, V et ¢. En déduire 7.

3. En conclure que l'invariance de la vitesse de la lumiére dans les deux référentiels implique qu'on a

T =~T',avecy =1/4/1— ‘;—22 Justifier alors le terme de « dilatation des durées » entre R et R'.
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Correction de I’exercice 1
On a immédiatement :

T = 2apt Y=o z
I = 2ag =0 3=
v =1/(4a2t? + v3) a = 2|ag|

Correction de I'exercice 2

dv
Par définition, ona a = pre A chaque instant on a donc, par intégration :

t
t :/O a(t) dt.

On intégre ensuite les expressions de a(t), linéaires par morceaux. On peut également lire graphiquement
la variation de la vitesse comme 1'aire sous la courbe : il suffit ici de la découper en triangles et rectangles.
On obtient :

25 x2x6m-s"2/3

2 =7m-s L v(ts) =v(t1) +7sx 6m-s2 =45m s~ L.

v(t2) = v(t1) +

Correction de I'exercice 3
Les courbes sont représentées sur la Figure

1. La vitesse croit linéairement avec le temps pendant la durée t,, puis reste constante pendant ¢, et
décroit linéairement avec une pente deux fois plus faible pendant ¢4. La durée ¢4 doit donc étre deux
fois plus grande que t,. La longueur totale parcourue est 1’aire sous la courbe puisqu’en notant x la

¢
position a l'instant ¢, on a z(¢) — z(0) = z(t) = [ vdr.

T=0
2. La courbe de l'accélération se compose de trois portions constantes. De la méme maniére que précé-

t

demment, onav(t)—v(0) = v(t) = [ adr.Lavitesse est donc l'aire entre la courbe de I'accélération
=

et 'axe des abscisses, comptée positivement si la courbe est au dessus de 1’axe et négativement sinon.

Elle est bien nulle a la fin du mouvement puisque les aires au dessus et en dessous de 1’axe sont égales.

da ) vt d’z R,
3.0na i cste sur la portion d’accélération nulle et e cste sur les portions a accélération
constante. La courbe de la position en fonction du temps se compose donc d'une portion de para-
bole tournée vers le haut, d"une portion rectiligne et d'une portion de parabole tournée vers le bas. Ces
courbes doivent se raccorder continiment et étre partout dérivables puisque la position et la vitesse
sont continues.

Correction de I'exercice 4
Notons x 1’axe du mouvement.

t te t(s)

(c) Position.

(a) Accélération.

(b) Vitesse.

Fic.3:.

1. (a) La vitesse évolue selon :

f

Elle s’annule donc pour ¢t = 2t; (représentée sur la ﬁgure@.

t1: vy =at
t

AYAW/AN

1: v —at; = —a(t —t1) = vy = 2at1 — at.

(b) On l'obtient par intégration :

t < tiz(t) — 0 =

t
t>tix(t) —x(ty) = v(t)dt = [ 2atydt —atdt = 2at1(t —t1) — 2a(t? — t3)

t=t1 t=0
z(t) = —at? 4 2at1t — Lat?

représenté sur la figure[b] On vérifie qu’elle est bien continue et dérivable puisque v, est continue.

(c) La distance totale parcourue est z(2t1) = at?/2. On a de plus :

z(2t1) 2ty
dz =v, d — z(2t1) = dx = / Vg dt.
x=0 t=0

C’est donc laire sous la courbe de vy (t), ce qu'on vérifie puisque 'aire sous ce triangle de base
2t1 et de hauteur atq est aty.

2. (a) On vérifie que l'égalité :

(o)« ()
- + =1
V0 to
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at, 4 at? 1

t t
0 - 3 0 - -
0 t 2t t 2t

(a) Evolution de la vitesse. (b) Evolution de la position.

Fic. 4

est vérifiée aux points: v = 0,t = 0,v = 0,t = 2¢;, v = vo,t = to. Les grandeurs vg et
to représentent les demi-axes de l'ellipse, analogues du rayon d"un cercle quand ils sont égaux.
Comme v est toujours positif, ona:

(b

=

On en déduit, par intégration :

t t
2(t) — 0= /v(t)dt:vot41/1—(;—l>2dt.

t=0

On effectue un changement de variable en posant, ¢/t — 1 = sin(u). On a dt = tg cos(u) du

etu € [—m/2;m/2] pour t € [0;2tp]. On calcule /1 — sin(u)? = |cos(u)| = cos(u) puisque

cos(u) > 0 sur cet intervalle, d’ot1 :

/2 x/2 /2
a(t) = vo / \/mdt = voto / cos(u)? du = votg / H»#s@u) du
u=-m/2 u=—m/2 u=—m/2
— voto . w/2 7 mTvoto
== (7r + [sm(2u)/2]u:_7/2) ==

Comme précédemment, cette grandeur représente 1’aire sous la courbe dew(t). On aurait pu ob-
tenir ce résultat directement en utilisant I'aire de I'ellipse, de demi-axes vg et to, égale & Tvgto
comme on vient de I’établir. On peut facilement retenir ce résultat en le rapprochant de 'aire d'un
disque de rayon, égale a m R? et en interprétant une ellipse comme un cercle de « rayons » différents
selon les deux axes, égaux aux demi-axes.

Correction de I'exercice 5

Choisissons comme origine des temps, l'instant oi1 la premiére voiture atteint la zone d’accident et comme
origine des abscisses le début de cette zone. En notant 1 () son abscisse, on a immédiatement x1 (¢) = vat.

Posons D la distance entre les deux voitures avant la zone d’accident. La premiere voiture se trouve quant
aelleat =0enzo = —(D + 1) etelle parvient a I'instant (D + ) /v1 a la zone d’accident. L'accident sera
évité si la premiére voiture est entierement engagée dans la zone d’accident a cet instant, ot elle a parcouru
’UQ(D + l)/vl, soitsil < ’U2(D + l)/vl,ieD > (vl/vg — l)l =1,8m.

Correction de I'exercice 6
1. On décompose la vitesse du piéton selon :
F(M) = v (cos () & +sin (1) &2)
On obtient son vecteur position en intégrant entre l'instant initial t = 0 ot M = O et un instant

ultérieur, avec v = cste :

t
OM(t)— T = / (M) dr = v (cos () 725 + sin () 762)
t=0

soit :

ynm(t) =vcos(p)t et: zp(t) = vsin (@) t.

2. On obtient de la méme maniére :

Ta,(t) =—-D+Vt

T(A2) =Vez soit  Az(0)Az(t) = Vtez etdonc:
Y4, (1)

Il
h

On en déduit :

_ _ D .
® I\ = TA, pOuriy = Vv sin(e) ’

L
® Yy = YA, pourty = eos(@)
On remarque que t; diverge pour V = vsin (¢) : le piéton ne sera jamais rattrapé par la voiture s’ils
ont la méme vitesse selon Ox. De méme t,, diverge pour ¢ = /2 : le piéton reste alors sur 1'axe Oz.

Le piéton peut éviter la voiture s'il atteint y = L avant que la voiture ne l'ait rejoint, soit pour ¢t > ty,
c’est-a-dire :

D S L
V —wsin(p) ~ wcos(p)’
La vitesse limite vmin () vérifie donc :
. VL
ty =ty sOit: vmin(p) =

Dcos () + Lsin ()
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3. (a) On peut déterminer ’angle ¢ minimisant vmin(¢) en cherchant a annuler la dérivée de vmin ().
Il est cependant plus léger d’utiliser la représentation de Fresnel pour transformer I’expression
D cos (p) 4+ Lsin (¢). On peut en effet 1'écrire :

D cos (p) + Lsin (¢) = D cos () + L cos (90, g) .

En représentation de Fresnel, on forme donc le vecteur comme somme de deux vecteurs ortho-
gonaux. Sa norme est donc v/ D2 + L? et sa phase peut s'écrire ¢ — §, avec tand = L/D.On a
finalement :

VL

VD2 + L2cos (p— &)

Cette expression est minimale pour ¢ = ¢ ol la valeur absolue du cosinus est maximale. Son
minimum est :

D cos (o) + Lsin (¢) = v/ D? 4+ L2 cos (¢ — 6)

SOit: Umin () =

VL
NIZES»A

Pour D > L (qui estle cas le plus fréquent lors de la traversée d'un passage piéton), on a tan (§) <
1,l'angle 6, et donc ¢, sont alors tres petits devant 1 : le piéton doit traverser selon Oy. Par ailleurs,
on a alors vg >~ VL/D. Le rapport des vitesses du piéton et de la voiture doit étre supérieur au
rapport des distances L/D.

Pour L >> D, on a au contraire tan(d) >> 1 et donc ¢ = § trés proche de /2 : le piéton doit courir
selon Oz si la voiture est trés proche. On a alors vo ~ V : il doit courir plus vite que la voiture ne
roule pour 'éviter.

Vo = 'Umin(ﬂé7 = 6) =

b

=

Correction de I'exercice 7

1. Le systéme posséde une direction privilégiée, la direction du vecteur @. On choisit donc les coordon-
nées cartésiennes.
200

2. On integre deux fois par rapport au temps 1'équation différentielle = —ge; pour obtenir :

de?
gt?
5

Il reste a «faire disparaitre » le parametre ¢ pour obtenir la trajectoire :

x = votcos (a) et z = h + votsin (o) —

9 2

x
t=——"——— soit: -7
202 cos? (o)

—h=at
v cos (@) z z tan («)

3. (a) Onrésout tout d’abord 1'équation z = 0. On a donc :

2 2 2
—h = ztan (a) - 92 ie0—a? 20§ sin (o) cos (a) . 2hwg cos (a) .
202 cos? () g g

L'unique racine positive de cette équation du second degré, qu'on notera ¢ est :

. 2
+ \/(sm ;QQ)) + % cos? (a)

ﬁ sin (2ax)

To =
C g 2

Pour établir I'altitude maximale, il est fructueux de transformer I'expression de la trajectoire pour
y lire directement ses caractéristiques. En faisant apparaitre le développement du carré d’une
somme, on a en effet :

202 cos? tan
z—h=uaztan(a) — #ﬁ = _# (z2 _ MI)
20§ cos? () 20§ cos? () g
g { vZ sin () cos (a)} 2 N v2 sin? o
=_ T 7
202 cos? () g 29
2 «in2 2 . 2
sin sin (a) cos
soit:  z — (h+ Yo St (a)) =—— 9 . [I _ vgsin (@) (a)}
2g 20§ cos? () g
Cette expression est de la forme : “
g9 2
zZ8 — (CE — Is)z s ¢

z = -
2v2 cos? ()

avec x5 et zg les coordonnées du sommet de la parabole. "

vg sin? ()
29

v% sin(a) cos(a) vg sin(2a) 0 Xs xc x

g - 29

L'altitude maximale sera donc zg = h+ , atteinte

pour x5 =

(b) Laltitude zg est évidemment maximale pour une trajectoire verticale, c’est-a-dire avec o = /2.

2
Onaalors zg = h + ;—‘g’. Quel que soit I'angle o, I'altitude zgcroit linéairement avec h.
v% sin(2a)
9

(d) Pour o« = /4 on a, pour h non nul :

2

v 4gh

a:c—0<1+ 1-s-i2 .
29 v§

2
(c) Pourh =0,onazc = , maximale pour 2« = /2, soit & = /4 ott elle vaut xc = %0.

Prenons pour h la hauteur de la main du joueur au moment du lancer. Pour A >~ 2m, le terme
sans dimension 4gh/v2 n’est pas trés grand devant 1 et on a (1 +4/1+4gh/vE) /2=1,17.Un

lancer de h = 2m par rapport a un lancer du sol ne fait gagner que 16% a la portée du tir.
De plus 'expression de z ¢ est bien croissante avec h mais elle croit lentement puisqu’elle comporte

une fonction racine. Pour un lancer avec h = 1,5m, on aura encore (1 +4/1+4gh/ vS) /2 =

1,13 :les 0,5m du lanceur a h = 2m ne lui font gagner que 3%.
Correction de I'exercice 8

1. Silaroue ne glisse pas, son centre avance a chaque tour d"une longueur égale a son périmétre, soit 27 R.
Comme la roue a alors tourné de 6 = 27, on a . = x¢, + R6. Le choix d’origine du repére assure ici
que xc, = 0.
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2. OnaOA = OH + HC + CA avec H le projeté orthogonal de C' sur 'axe Oy. Comme CA = 3. On vérifie que les solutions proposées sont solutions. Comme les conditions initiales du mouvement
R[—sinfe; — cos 93_?;], HC =2x2c€, = RletOH = R?y, on obtient : sont z(0) = a; y(0) = 0 et dy/dz(0) = 0, on obtient @ = 1//a et B = 2a/3.
OA = R[(1 — cos0)ey + (6 — sinf)ez] . 4. Quand le chien rejoint son maitre, ona z = 0 et doncy = 5 = 2a/3. Il faut vérifier a quel instant

, . . . ty le chien atteint la droite = 0. Pour cela, on introduit dans 1’équation donnant % I'expression de
o _ ) o d?y/dx?. On obtient : ‘;—f = —v/ [av/x/4+ 1/(4a/z)]. On intégre alors selon :
3. On en déduit les expressions de la vitesse et de 1’accélération 1 ]
dans le référentiel R dans lequel e et &, sont fixes : /w=
x

0 1 ty
oz /4 + 1 \Fdx:—/ vdt = a/6a%/% + v/a/(2a) = vty — 2a/3 = vt;.
T = Rsinfe; + RO (1 — cosb) & - ave =0

et T=R (9’ sinf + 62 cos 9) &+ R [9(1 — cos8) + 6% sin 9] 2z, { Orat = 2a/3, le maitre se trouve en 2a/3 qui est bien la position du chien : ils se sont bien rejoints.

\ , 5. Le chien court a 2v, il a donc parcouru 2vty avant qu’ils se rejoignent. On peut le vérifier en calculant

™ on E3 an El

x/R
— . =0 =0 = 2 =
4. Quand le point A repasse en 6 = 0[2n], cest-a-dire au contact avec lesol, ona T = 0 et @ = R0%g,. 1= /I /da? + dy? = /I —dzy/1+ (dy/dz)? = /Z ¢ Qng — /z “ ( /z]a + /a/x> /2 = 4a/3.
— - - dx -
r=a r=a z=0 z=0

La vitesse coincide alors avec la vitesse du point du sol coincident a I'instant du contact : on dit qu'il y
a «roulement sans glissement ».

Correction de I'exercice 9 Correction de I'exercice 11
15 Ona:
1. On choisit évidemment le repére cartésien d’ori- o N N . o\ > y N
gine O dont 'un des axes, Oz par exemple, coin- U =rer +roeg + zez @ = (T —r0 ) er + (QTG + 7"6) €0 + zez
Zld; avec la direction de @. On aura donc @ = = 2a0t&r + (aot? + 10)weg + vo&l = (2a0 — (aot® + ro)wZ) & + 2(2a0t + 70)weg
= g
4 - P 1 E o5 et:
2. L'équation du mouvement de M s’écritimmédia- Z ;
tement : v(t) = vo+at et z(t) = zo +vot+ Fat?, / N Y S s N ) o3 " »
soit la trajectoire dans 'espace des phases : oH : 171 = \/ant) +w?(aot? +r0)? +v5 @] = \/(an = (aot? +70)w?)” + dw?(2a0t +70)*.
N . .
o — (w0 — v\ _ v? S | Correction de I'exercice 12
2a 2a’ v T 15 3 25
2 x/% — e
_ _v . . ' . .
parabole de sommet x = (o — 52 ,v = 0). On représente sur la figure c11 contre v/+/2axg en fonction de 1. On élimine le parametre £. On a ¢ — 6/w,
x/xo pour vo/v/2axg = 5 (courbe en traits continus) et vo/v/2axg = —3 (courbe en traits interrompus). soit + =  be=0@T. G le point est en M
Bien évidemment, les deux trajectoires se confondent pour t — co. (ro = be—f0 /) 00 = w to) a Vinstant fo, il a
Correction de I'exercice 10 accompli une révolution pour le premier instant tel r
que 6 = 0y + 2m, soit t = tg + 2w/ w. On a alors 9

1. Le chien, situé a l'instant ¢ en x(¢) , y(¢) se dirige toujours vers son maitre situé, au méme instant en

- —2
0, vt. Un vecteur directeur de la tangente a la trajectoire du chien est donc (1, dy/dz), avec dy/dx = = robe™ m/lm), constant. Cette courbe porte }e
(vt — y)(—z). nom de spirale logarithmique, elle est représentée /

sur la Figure[(2}
2. On calcule alors la norme de la vitesse du chien: 2v = /v2 4+ 02 = || 1+ (dy/dz)2. On dérive
'équation —xdy/dz = vt—y par rapportau temps pour obtenir : —2dy/dz—rzd?y/dz? = v—idy/dz,
soit z#d?y/dz? = —v. Enreportant cette expression dans I’expression du module au carré de la vitesse,
on obtient : du\ 2 2o\ 2 2. On obtient v, = % = —ge_t/T etvy = %6 = bwe™ 7. On détermine également a,, = # — r62 =
1+ (ﬁ) = 4z (ﬁ) : (1/72 —w?)be™t/7 etag = 276 + rf = —%T“e’t/"'.
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3. Oncalcule v = 4 /v2 +v2 = by/w? + 1/72e YT eta = y/a2 +a} = b (w? + 1/72) e~*/7. En notant
al’angle (&7, U), ona cos(a) = (U . OM) /(vr) = —=1/v/1 + w272, on remarque en particulier qu'il
ne dépend pas du point M.

Correction de I'exercice 13
1. Ona ¥ = Rf&g et @ = —R62%E; + Rbeg.

2. Sila norme de la vitesse est constante, on a : 6 = vo/R et donc :

t
d v
—0(0) =0(t) = — —
6(t) - 0(0) R/
Siv:kt,onaé:kt/R,soit:

0(t) — 0(0) = 0(t) =

3. (a) Onaalors @ = kt/Retf = k/R, soit :

o k%%, ko, o k2¢4
a =R T2 €r+§€9 soitta = k4/1 + —— 2

(b) La distance parcourue est D(t) = Rf = %

4. Onadanscecask = + = 2,0-10~ ! m - s~2. Comme on ne recherche pas explicitement le temps, on
le fait disparaitre en remplagant kt? par 2D. On aura donc a = 3g pour D tel que :

/ 4D? . R [ 3g
3g ==k 1+F soit: DZE(?_1>

Le nombre de tours est D/ (2w R) = 23,2.
Correction de I'exercice 14

1. La vitesse angulaire sur chaque mouvement est w = 27 /7. La différence angulaire A entre les direc-
tions des deux planétes varie donc avec le temps ¢ comme Af = 27 (% - %) t. Les planetes sont
' T
en conjonction quand Af = 0 mod 27. En choisissant une conjonction comme origine des temps, la
TrTy

suivante se produit pour ¢ = T, tel que 27 (i — TilT) Te =2m soit: T, = Ty

Ty
2. On calcule T, = 587 jour.

Correction de I'exercice 15

1. (a) Onaimmédiatement r = vt. LChomme met le méme temps que le carrousel pour effectuer un tour
complet autour de O sa vitesse angulaire est donc la méme et on a § = wt comme pour un point
fixe du carrousel.

(b) On a cette fois-ci 7 = r¢. En un temps At, I'homme a tourné de vAt/rg par rapport au rayon du
carrousel sur lequel il se trouvait initialement, qui a lui-méme tourné de wt. Sa vitesse angulaire
estdonc w+v/rogetonad = (w+v/ro)t.

2. On a toujours : ¥ = rey, + rleg et @ = (r — r92) er + (ré + 2%9) eo

e Dans le premier cas, on obtient :

T = (e + wteg) T =ww

2
v
aT=-r0|lw+—) e
70

3. e Dans le premier cas, on exprime la norme a de @ en fonction de r: a =

(2eg — wtey) .
e Dans le deuxiéme, on a :

-

U = (v+row)eg

vwy/4 + (wt)? =

vwy/4+ (%")2 Cette expression est croissante et maximale pour » = R, on résout alors a = g.
On obtient R = 6,0 m.

2
e Dans le deuxiéme cas, on a directement a = rq (w + %) .Onrésouta = gpourrg = R =4,5m.

Correction de I'exercice 16

1. Notons w la pulsation de rotation du mors. Ona w = %—g x 2300 = 2,4 - 10% rad - s~!. L'ensemble du

foret et du mors constitue un solide en rotation autour de leur axe commun de symétrie. La vitesse des
points de la périphérie est alors ‘%‘*’ =9,6-10"Tm-s L.

2. (a) Lecorps dela perceuse constitue ici un solide en rotation autour de 1’axe du mors a la pulsation w.
L'angle a n'influe que sur la direction de cet axe, pas sur les normes des vitesses de rotation. Les
points les plus éloignés de cet axe auront la plus grande vitesse, égale a wR, = 4,3-10'm-s~ 1.
Il est évident que cette vitesse ne sera pas conservée, d"une part parce que l'opérateur maintiendra
le corps de la perceuse, et d’autre part parce que le moteur de la perceuse ne dispose pas d'une
puissance suffisante.

(b) L'axe du mors A reste ici horizontal et le foret constitue une solide en rotation autour de A. Le
foret décrit alors un cone de demi-angle au sommet « a la pulsation w. Son extrémité se trouvant
a la distance 5 sin(a) 4 dsin(a)/2 = 1,4cm, la norme de son vecteur vitesse est 1,9m - s~ 1. Le
trou sera de forme conique.

3. Langle o est désormais entre I'axe commun du foret et du mors et celui de la perceuse.

(a) Sile foret se bloque, c’est I’axe du corps de la perceuse qui va décrire une trajectoire conique. La
plus grande norme de vecteur vitesse sera pour le point situé a [, sin(«) de I'axe du mors, soit
wlp sin(a) = 6,3m - s~1. De nouveau, le corps sera bloqué par l'opérateur.
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(b) Icil’axe du foret reste immobile, incliné par rapport a celui du corps de la perceuse. Les normes
des vecteurs vitesse sont donc les mémes que dans la premiére question. Le trou sera cylindrique
de diametre d mais il faudra incliner le corps de la perceuse pour qu’il soit horizontal.

Correction de I'exercice 17

1. (a) Pour un mouvement du nord vers le sud, I’angle ¢ reste constant. I décrit un cercle de rayon R

de v
a la vitesse v uniforme. Ona donc — = —.
de Rr
(b) C’est désormais ’angle 6 qui est constant et ¢ qui varie. Par ailleurs, le cercle décrit a pour rayon

de v
Rpsin(f).Onadonc — = ————.
7 sin (#). On a donc a Ry sin (0)

2. Pour un mouvement a la surface d’une spheére, les composantes sphériques du vecteur vitesse sont :
v = Ry vy = R sin(6)¢.

Les informations sur la direction du vecteur vitesse assurent que vy > 0 et |v, /vg| = tan(c). Dans le
référentiel de la Terre, le Soleil décrit une révolution en 7" = 24 h, d’est en ouest, ce qui correspond a
une vitesse angulaire ¢ = — 2%’ L'avion doit avoir la méme vitesse angulaire pour suivre le Soleil. On

adonc:
/ 1 27 Ry sin(6) 1
=/v2+v2 = 1 = 1 .
v Vg + v = vely 1+ tan2(a) T + tan2(a)

On vérifie que la norme v est bien maximale quand il croise 1’équateur, c’est-a-dire pour § = 7 /2.

Correction de I'exercice 18
On calcule les dérivées temporelles de chacun des vecteurs €7, €; et €, de la maniére suivante, illustrée
pour ;.
de; _def,  der .
a do A ®
Pour la dérivée par rapport a 6, on est dans la situation des coordonnées cylindriques, et on peut écrire
directement :

a0

de_é —>
—— = —€r,
de

de_(’; b=d

et on observe que 90 - 0.

Pour les dérivées par rapport a ¢ c’est un peu plus compliqué...La dérivée d"un vecteur X par rapport a
un angle s’exprime a I'aide du produit vectoriel du vecteur unitaire définissant ’angle orienté de la rotation
par X.

Par exemple, pour les rotations d’angle ¢, le vecteur dirigeant la rotation est e;. On a donc :

de;

ap 96 _ong = cos0)  NE —@nez = — (sin(0) — cos(0)7F)
®

= ez e =sin(f)ey. Neg = cos(0)eg
de de

Remarquons que les rotations correspondant a des variations de 6 sont des rotations autour du vecteur
—>

€p-
I ne reste ensuite plus qu’a dériver I'expression de la vitesse en coordonnées sphériques.

Correction de I'exercice 19
1. La lumiére doit parcourir la distance 2L a ¢, elle met donc le temps 7" = 2L /c.

2. (a) L'hypoténuse des triangles représentés vaut L/ sin ¢, la distance parcourue dans ce référentiel

. X 2 . ) ’ < N

vaut donc 2L/ sin o, soit T' = - si la lumiere s’y propage également a c.

(b) Le miroir se déplace a V dans R. Son abscisse x s et son ordonnée y,s sont donc données par
zr = Vitetyy = L. Lintersection avec la trajectoire de la lumiére : ¢ = ccosat et y = csinat

pour r = T'/2 assure donc que cosa = V' /cetdonc T = 2L

cy/1—v2/c2"

3. Onabien T = T’ avec v = Pour v < c (imposé par la relativité restreinte sinon cette

1
V1—v2/c2’
expression n’est plus définie...) v > 1. A une durée T dans R correspond une durée inférieure 7" dans
R’ :1le temps s’écoule plus lentement dans R'.
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