Notations

lle de R, on note €™ (I) l'espace vectoriel des

Si n € N est un entier naturel et I un interva
vables sur I et dont la

fonctions sur I, a valeurs réelles, de classe ™", c’est & dire n fois déri

n-iéme dérivée est continue sur 1.
On munit ¥°([—1, 1]) de la norme || - || définie par :

[fllea=" sup |
te[-1,1]
Soit y € 1. On dira qu’une fonction w : I — R est de classe €™ au voisinage
un intervalle J ouvert non videftel que y € J et u € g (INJ).
% R & valeurs réelles. Le but de ce
fonctionnelle

de y s'il existe

Soit (z,p) — H(z,p) une fonction continue sur [—1,1]
probléme est d’étudier certaines fonctions u vérifiant ’équation

voe[-1,1], u(z)+H(u'(@)=0 ()
Partie I

On suppose dans cette partie qu'il existe une fonction u € #1([-1,1]) vérifiant

u(x) + [u'(z)| =0 pour tout T € [-1,1], @)
u(=1) = u(1) = -1.

la. Justifier que I'application & + |u'(z)| est une fonction de €'([-1,1]) et en déduire
que u est de classe 2 au voisinage de tout point y € [—1,1] tel que u'(y) # 0. Calculer
Pexpression de u”(y) en fonction de u/(y) en de tels points.

@ Montrer que si y € [—1,1] est tel que u'(y) = 0, alors ' est dérivable en y et u”(y) = 0.

2. En déduire que u est une fonction de ¢2([-1,1]), qu'elle vérifie sur [—1, 1] ’équation

différentielle
u=u

et conclure qu’une telle fonction u n’existe pas.

3. Montrer que les fonctions ug et u1 définies par up(z) = —e~ 1+l ot uy(z) = —el-lzl gur
[~1,1] sont des fonctions de #0([-1,1]) et vérifient

u(z) + |[«/(z)| =0, pour tout z € [-1,1]\ {0},
u(—1) = u(1) = —1.

Partie 11

Soit i € F°([=1,1])-

On définit le sur-différentiel de u en z € |—1, 1[ comme P'ensemble des p'€ B pour lesquels
il existe une fonction @.de-classe € hu voisinage de z, avec ¢'(z) = plet telle que u — @3
admet un maximum local en z. On note cet ensemble DFu(z)¥ | !
On définit le sous-différentiel de v en z € |—1,1[ comme l’ensemble des p'€ R pour lesquels
il existe une fonction ¢ de classe &' au voisinage de z, avec ¢/ (z) = P et telle que u — ©f
admet un minimum local en z. On note cet ensemble D~ u(z). '



4. Soit zg € |—1,1[. Montrer que si u est de classe %! au voisinage de g alors
D*u(zo) = D™ u(zg) = {u/(x0)}.

5. Soit xg € |—1,1[. On suppose que D*u(zg) et D~u(zg) sont non vides.

5a. Prouver qu'il existe 1, @9 de classe @' au voisinage de zg et § > 0 tels que

w(2o) = 1(z0) = (o)

et pour tout |z — zg| < 4,
p1(z) < u(z) < po(z).

N\ 5b. En déduire que u est dérivable en 2. Déterminer Dtu(zg) et D~ u(xp).
6a. Soit zg € |1, 1[ Soit 0 < r < min(|1 —zg|, |1+ o). En considérant la fonction définie
par g, r(z) = m sur I'intervalle ouvert I, (r) = |z — , 20 + r[, montrer qu'il existe
y € Iy (r) tel que Dtu(y) 0.

6b. Démontrer que I'ensemble {y € ]—1,1[, D*u(y) # 0} est dense dans |—1,1.

7a. Soit zg € |-1, 1 tel que D*u(xq) # 0. Soit p € Dt u(zg). Montrer que

u(y) — u(zo) — p(y — o)

lim sup <0. (3)
€=0% yelzo—e,zo-eln(-1,1 ly — o
Y#Io

Dans les sous-questions 7b & 7e, on considére zp € |-1,1[ et p € R satisfaisant (3). Le but
est de montrer qu’alors réciproquement p € Dt u(zy).

7b. On pose, pour r > 0,

o(r) =max{ 0 sup wy) = w(wo) = ply ~ 20)

yE€lzo—r,zo+r)N[-1,1] 1?/ - xDl
y#zo

et ¢(0) = 0. Justifier que, pour tout 7 > 0, ¢(r) est un nombre réel bien défini, puis que,
pour tout z € |-1,1],

u(®) < u(zo) + p(x — 20) + (|2 — zol) e — zo|.

7c. Montrer que la fonction p définie sur [0, +oo[ par p(r fo

(s)ds appartient &
€1([0, +00[) et vérifie

p(0) = p'(0) = 0.



7d. Prouver que

vr>o, P(2r) = o(r)r.

7e. Conclure que p e D¥u(y) et que, pour tout xg € |-1,1]

D+u(.'L'0) = {p c R’ 111’1’1

£—0+

sup u(y) — ulzo) — ply — o) < 0}.
UE[TO‘—E,IOJ.—E]ﬁ[—l,l] ly — x|
y#zy

On peut mont 5 ; .
p ontrer de méme (mais op, ne demande pas de le vérifier) que pour tout zg < ]-1,1],

D u(zo) = {p €R, lim inf u(y) — ulzo) —ply — 7o) o}.
£—0+ ye{zu-—s,zg-;-;]n[_l,l] ly — ZEOI
y#zo

s it - 6
8 Sox- zo € |-1,1[. Montrer que le résultat de la question 4 est toujours valable en suppo-
sant uniquement y dérivable ep zg.

Soit zg € ]-1, 1[ tel que Dy(

Zo) # 0. Démontrer que D*u(zp) est un intervalle fermé.

10.  On suppose dans cette question que u est concave sur [~1,1]. Soit zg € ]-1, 1].

10a. Soient y,y, c [-1,1]\ {zo} avec y; < 2. Prouver que

u(y1) — u(zo) 5, u(y2) — u(zo)
nw—zg Yo —x09

10b. Montrer que

lim u(y) —u(:tg) = E_ et lim u(y) - Tl(ﬂ:o) —- £+
v=sz; Yo y—zg  Y—Tp

sont bien définies et que Du(zg) = [£7, ],
’j;{LIUC Démontrer que
D*u(zg) = {p €R, Yz € [-1,1], u(z) < u(zo) + plz — ID)}_

En déduire que u admet un maximum en g si et seulement si 0 € D~ u(zp).

Partie III

Soit (z,p) — H(z,p) une fonction continue sur [—1,1] x X 4 valeurs réelles. On suppose qu’il
existe une fonction continue croissante w : B™ — R, Vérifiant w(0) = 07 telle que, pour tous
z,y € [-1,1], et pour tout p € &,

|H(z,p) = H(y;p)| < wllz=yl(1+|p)))e (4)



. . . ' —1, 1], pour tout
Ou dit que v & %9([~1,1]) est une sur-solution de (1) si pour tout = € ] bp
P € D™ u(a)

u(z) + H(zx,p) 2 0.

. N o «tout ¢ € -1, ur tout
On dit que u € 60([~1,1)) est une sous-solution de (1) si pour tout = € J-1,1[, po
be D+u(:v)

L)

w(z) 4 H(z,p) < 0.

Veel-1,1[,  u(x)+H(z,u'(z)) =0,
alors u est sur-solution et sous-solution de (1).

11b. Montrer que si u est & la fois sur-solution ct sous-solution de (1), alors en tout point
T € |-1,1[ au voisinage duquel u est de classe €%, on a

u(z) + H(z,u'(z)) = 0.

On souhaite démontrer que si @ est une sous-solution et v une sur-solutiorfde (1) telles que

w(y)<v(y)  pourye{=1,1,
alors
v sur [—1,1].

Dans les questions 12 & 15, on suppose par absurde qu'il existe Yo € ,'[—1,.1]gp0ur lequel
“u(yo) > v(yo).?

12. Montrer que la fonction u — v atteint son maximum sur [~1,1] en un point zg € 1-1,1]
et M := maxXze(—1,1)(u(z) — v(z)) > 0. Montrer qu'il existe n > 0 tel que pour tout (z, y) €
[-1,1]? vérifiant

|z =yl < V2([[ulloo + [¥]loo)m,
on a
[u(z) = u(y)] + [o(z) — v(y)| < M/2
et
w(lz =yl +2[v(2) - v(y)|) < M/,

ol w est la fonction intervenant en (4).

Pour un paramétre 7 obtenu grace a la question précédente on consider :
] eére la fon b, -
[-1,1]?> = R, définie par ! ction @,

- ]2
n(2,9) = u(z) ~ v(y) - ETM‘
n

13. Démontrer que & atteint son maximum suy

[~1,1]2 en un poj 2
que O, (z,, ) 2 M. ] point (zy,y,) € [-1, 1]* tel



14a. Montrer que

120 = ol < v/2(Tellos + Tolloo)
14b. En déduire que |z,| 5 1 ot yq| # 1
14c. Conclure que

m’?‘yn
n

€ D™ u(z,) N D~ v(yy).
15. Prouver que

w@n) = v(yy) < wllay — gyl + 2l0(zy) = v(wm)])

et obtenir une contradiction. Conclure
Partie IV

16a. Calculer le sur-différentiel et le sous-différentiel de la fonction ug de la question 3 pour
tout z € ]—1,1[\ {0}.

16b. Montrer que
D*ug(0) = [—eL,e7Y) et D™ug(0) = 0.

16c. Vérifier que ug est sur-solution et sous-solution de (1) pour H(z,p) = |p|.
16d. Qu’en est-il de u; ?

16e. En déduire que ug est l'unique fonction continue vérifiant up(—1) = uo(1l) = —1 et
qui soit sur-solution et sous-solution de (1) pour H(z,p) = |p|.

Soit € € ]0, 1[. On pose
i TlEVITEe
8 2

et on définit la fonction u. : [-1,1] — R par la formule
e —aFed

ue(z) =

17. Montrer que ue est de classe €2 sur [—1,1] et vérifie

ue(x) + |uc(z)| — eu’(z) =0 pour tout z € [-1,1], .
ue(—1) = ue(l) = -1 5

18a. Montrer que u. est unique solution de classe %2 sur [-1,1] & (5).

18b. Soit (g5 )nen une suite de ]0, 1[ tendant vers 0. Prouver que (¢, )nen converge unifor-

mément sur [—1,1] lorsque n — +00 Vers une fonction que l'on déterminera.
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