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—

L’épreuve est composée d’un unique probleme, comportant 37 questions. Aprés
préliminaire, ce probléme est divisé en 5 parties. Pour répondre a une question, yyy,
candidat pourra réutiliser le résultat d’une question antérieure, méme s’il n'est Pas
parvenu a démontrer ce résultat.

Le but du probléme est d’étudicr les relations qui existent entre des automates qui
reconnaissent un méme langage grice & la notion de morphismes d’automates.

Préliminaires

Concernant la programmation

Tl faudra coder des fonctions a Paide du langage de progmmmatim} Caml, tout autre
langage étant exclu. Lorsque le candidat écrira une fonction, il pourra fffl{"’ "dl)[)(‘:1 a d’autreg
fonctions définies dans les questions précédentes il pourra aussi définir des fonctions
auxiliaires. Quand P’énoncé demande de coder une fonction, il n’est pas nécessaire de
justifier que celle-ci est correcte, sauf si I'énoncé
parametres d'une fonction & coder sont supposés vérifier certaines hypotheses, il ne sera
pas utile de tester si les hypotheses sont bien vérifiées dans le code de la fonction.

Dans tout P’énoncé, un méme identificateur Gerit dans deux polices de caractéres
différentes désignera la méme entité, mais du point de vue mathématique pour la police

en italique (par exemple n) et du point de vue informatique pour celle en romain avec
espacement fixe (par exemple n).

le demande explicitement. Enfin, si les

Définition mathématique d'un automate
Définition : Dans l'ensemble du sujet, le terme automate désigne un automate fini
déterministe complet sur 'alphabet {a,b}, c’est-a-dire un quadruplet A= (@, 4,4, F)ion
O est 'ensemble des états, i I'état initial (i € @), §+Qx {a,b} = Q Fapplication de
transition et F € Q 'ensemble des états finals.

On note ¢ le mot vide. Par extension de §, on appelle 0* I'application R x{a,b}* = Q)
définie pour tout état g par 8(g,€) = g et, si o cst une lettre de {a,b} et w un mot de
{a,b}", E(@quw)="5"(8(2;0), )

Un automate (Q,%,d, F) est représenté par un graphe orienté. Les sommets de ce
graphe sont les ¢léments de (. Ce graphe admet un arc (p,q) € @ x @ étiqueté par la
lettre a si et sculement si §(p,a) = ¢; de méme, ce graphe admet un arc (p,¢) € Q x Q
étiqueté par la lettre b si et sculement si 6(p,b) = q. Une fleche venant de nulle part et
pointant vers ¢ indique I'¢tat initial. Un ¢tat final est représenté par un double cercle

Représentation d’automate en Caml

l(r31d|clat|on‘ 1C ag‘fll :1, Dans lt)(lmtles les questions demandant d’implémenter une fonction cn
aml, on identific ’ensemble des états un aut :
Q d’un automate (Q, 4,6, F') avec 'ensemble des
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entiers ¢

identif ompris entre 0:ef|@|= 1 On convient de plus que I'état initial ¢ est toujours
identifi¢ o

al ler ’ 2 . . . L 4 Ofl

a lentier 0. Les automates seront représentés par des triplets (ny: delta, 4

— — , .t ate sont
aide type ‘}‘,113?, est le nombre d’états de automate: les états de 1 automatc

les entiers de 0 3 il

— Qeltay de type (int int) array de longueur n, est un tableau qui stocke les

couples (4(q, a), 3(a,0))geq,

ek T _ . » ‘tion
ifyde typebsolrarray de longueur n, est un tableau qui représente la fonct
Indicatrice de U'ensemble des états finals.

ans Pancn ; s s : 11
Dans I'ensemble du sujet, le type automate est défini par 'alias suivant.
®ype automate = int ¥ (int * int) array * bool array;j

Ci-dessous sont donngés quelques exemples de son utilisation.

e

g let (n, delta, f) = aut in ...
permet de récupérer les composantes d’une variable aut de type automate.

o7 let (succ_a,succ b) = delta.(q) in ...
permet ensuite de récupérer le successeur par la lettre a et le successeur par la
lettre b de létat q (qui est de type int).

o ¢ f.(q) themn ...

permet de tester si I'état q (qui est de type int) est final.

Indication Caml :  On rappelle que la fonction List:length;?de type ’a list -> int,
renvoie la longueur d'une liste. On rappelle que Array.make 1 ¥ permet de créer un
tableau de longueur n et initialisé¢ avec la valeur x, que Array.copy. t renvoie une copie
d’un tableau ¢, que Array.length tirenvoie la longueur d'un tableau ¢. On rappelle enfin
que Array.make matrix n m ¥§permet de créer un tableau de tableaux de taille n it
dont toutes les cases sont initialisées avee la valeur z.

1 Premiers exemples

0J 1 - Donner, sans preuve, une description courte en langue frang
langage reconnu par 'automate A4, de la figure 1.

aise du
(J 2 - Donner, sans preuve, une description courte en langue francaise du
langage reconnu par 'automate A, de la figure 2.

[0 3 — Donner, sans preuve, une expression rationnelle qui dénote le |

angage
reconnu par Pautomate A; de la figure 1.

(J 4 — Donner, sans preuve, une expression rationnelle qui dénote le langage
reconnu par 'automate A de la figure 2.

[ 5 - Kecrire en Caml, sans justification, la construction d’une instance du
type automate qui corresponde & Pautomate Ay de la figure 2.
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a, b
(b

Moy | Automate Aj

a A

0 v

IMcure 2 - Automale ./l;g

I tGunes 3 - Automate A,

[Flcore 4 - Automate A,
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2 Etats accessibles d’'un automate

U ‘6 N Ecr.irc une fonction numero de type int -> int list -> int array
qui, & partir d’un entier n et une liste A d’enticrs compris entre 0 et 7 — 1,
BEIYPLSEII tableau T de taille n tel que, pour tout i compris entre 0 et 7 —1,
i z'l,mm case Tli] de T vaut —1 si i est absent de A ct T[] représente l'indice
de 'une des occurrences de i dans A sinon. Par exemple, numero 5 [3;2;0155
peut renvoyer [|2; -1; 1; 0; -1]].

un mot W:€x{azb}=fel que _"5'*_'(,;';{! w) -5,*q,;|autmment dit s'il existe un chemin qui relie
I'état initial .4 & I'¢tat ¢ dans sa représentation graphique. (On notera que ’état initial 74
est toujours accessible.).

Shit “Fensemble des états accessibles de 'automate 4t On appelle ‘partie accessible
de 'automate A le nouvel automate A"={Q’yiz;0", FAN Q') ou &' est la restriction de
'application d 4 au domaine Q" x {a, b}. - o

On dit qu'un automate est accessible lorsque tous ses états sont accessibles.

Définition :  Un ¢tatfg d’un automate :Ar_;"(QA,i;{,'JJ{, Fa) pst dit accessiblg s’il existe

[J 7 — Ecrire une fonction etats_accessibles, de type automate -> int list,
qui renvoie la liste des états accessibles de 'automate donné en argument et
que 1'on obtient par un parcours de graphe en profondeur depuis I'état initial.
La liste renvoyée doit suivre 'ordre dans lequel les états sont rencontrés pour
la premiére fois et ne doit pas contenir de doublons. Donner la complexité de

la fonction écrite.

[J 8 — Ecrire une fonction partie_accessible de type automate -> automate
qui construit la partie accessible de Pautomate donné en argument. On pourra
réemployer les fonctions implémentées aux questions 6 et 7.

3 Morphismes d’automates

Définition : Soient deux automates A=1{Q.4,14,0 4 Fa) et Bi= (Qﬁi.iﬁada_ijf_ri)- Une
application @ Q4 = Qb est appelée morphisme d’automates de 'automate A vers
Pautomate B, et est notée ¢ : A — B, siclle satisfait les conditions suivantes :

“p-est surjective! (1)

=R @)

Vo €Ok Voelalt), #@alg0))=0dslela).o) (3)
VgEQR, TEFAIH ¢(a) € Fs J (4)
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Indication Caml : [0, Camly on représente un pu:l?lll‘*“‘ (I’f-nlit'l"i compris entreiQ
0T w ‘nie LLLIRAL B B

Dlean fo(g)]ieq., de longueur [Qu], do type e array, form

ECl e

e X s A(ini par 'olins
=L On pourra utiliser le type morphisme, délini pal
"Eype: morphisme: = int array;;  ?

3.1 Exemples de morphismes d'automates

R ) 3 N ", 2 r(‘(:() )il‘l'
l:l 9 - A‘\ l){\l'l-il' (l(‘h‘ [ig“]l(‘h‘ ‘... (‘l. 3 l'(‘l)l.("."\‘(‘ll'ﬂ“l. l(‘ﬁ‘ ”]”‘()“I“'-(?h ./“2 ’('l -I/‘,hl I (I(
i L i Q ific 1 § Hs L S5 e ./l‘, )

)
y ; omate A,
sorte que ce tableau représente un morphisme d’automates @ de Panton §
vers automate A,.

| ea)
1
g
a

O 10 - A partir des figures 2 et 4 représentant les automates A, et Ay, donner,
1 H X v ] . «

sans en justifier 'expression, un morphisme d’automates de Pantomate A,

vers 'automate A,.

O 11 - A partir des figures 1 el 2, montrer qu'il n’existe pas de morphisme
d’automates de 'automate A; vers Pautomate A,.

O 12 - A partir des figures 2 ct 5, montrer qu'il n’existe pas d

¢ morphisme
d’automates de Pantomate As vers Pantomate As,.

3.2 Propriétés des morphismes d’automates

(] 13 - Montrer que deux automates acceptent le méme

langage dos lors quil
existe un morphisme d’automates de 'un e

automates vers Pautre.

U 14 - Montrer qu’un morphisme ¢ entre deux automates ayant le méime
nombre d’¢tats est nécessairement une application bijective et que Papplica-
tion ™" est encore un morphisme d’automates,

On dit dans ce cas que ¢ est un isomorphisme ’antomates,

= - v ] e a1 V1w . oy
0J 15 — Montrer que la composition de deux morphismes d’automates est
encore un morphisme d’automates.
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3.3 Existence de morphismes d’automates entre automates
accessibles

116 Montrer que Jo point. (1) de la définition des morphismes d’auntomates

découle des points (2), (3) et (4) quand les deux antomates considérés sont
accessibles,

(c\‘;\k,‘l &[_] 17\' Ierire en Caml une fonction existe_morphisme de type automate ->
automate => bool * morphisme qui, sons Uhypothése que les deux antomates
civarginent sont accessibles, renvoie d'une part un hooléen indiquant. exis-
tenee d'un morphisme d’antomates du premicer argument vers le second ct
d'autre part un tel morphisme lorsqu’il existe. Lorsqu'un tel morphisine
n'existe pas, la scconde composante de la valenr de retour est un tableau
quelconque. On pourra expliquer le principe de I"algorithme avant (’en donner
le code,

4 Constructions de morphismes d’automates

4.1 Automate produit

Définition :  Soient A = (Q4,i4,04, y) ot A = (Quryia, O, Far) deux automates.
On appelle @itomate: produity et on note AXA’ 18 nouvel automate

AKX A=QA X Qoo liasin); dasais FAXF)
ot l’npplicnticm:5,4,(}, est définie, pour tout couple d’¢tats (q,q") € Q4 x Q. et pour
toute lettre o € {a, b}, par G4 ((4,¢'), o) = (d4(q, @), 0ue(q, 0)) 3

0] 18 — On considere les automates Ay et Ay qui sont représentés par les
figures 3 et 4. Dessiner, sans justilication, la partie accessible du produit
d’automates As x Ajy.

(] 19 - Eerire une fonction produit de type automate -> automate -> automate
qui renvoie le produit des deux automates donnés en argument.

[ 20 - Soit (q,q') un état accessible du produit de deux automates qui
acceptent le méme langage. Montrer que ¢ est un état final du premier
automate si et sculement si ¢’ est un état final du second automate.

[J 21 - Montrer qu'il existe toujours un morphisme d’automates de la partie

accessible du produit de deux automates accessibles qui acceptent le méme
langage vers chacun de ces deux automates.
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Indication Caml : En Caml, on représentera la classe d’équivalence S ; par Iindice j.

U 25 - Construire un automate accessible C dont 'ensemble d’états est {So, S,

vy Seor ) et tel que 1 est un morphisme d’automates de automate B vers
Pautomate C. Justifier.

] 26 - Construire deux morphismes d’automates ¢’ : A — C ct ¢ : A' — C,
ou C est Pautomate construit a la question 25.

O 27 - Ecrire une fonction renomme, de type int array -> int array, qui
renomme le contenu dun tableau contenant des entiers positifs prenant,
¢ valeurs distinctes en utilisant les entiers entre 0 et ¢ — 1. Le premier élément
du résultat, doit de plus étre ¢gal & 0. Par exemple renomme [14;4;5;0:4;57;;
peut renvoyer [10;0;1;2;0;117. Préciser la complexité de la fonction proposée.
[ 28 - Ecrire une fonction relation, de typc morphisme -> morphisme ->
morphisme, qui, a partir des tableaux [e(D]seqs et [¥(9))4eqs, renvoie le
tableau [7)((])](,6(35, autrement dit, qui renvoie un tableau t d’entiers compris
entre 0 et £ —1 tel que pour tout couple d’états (p, q) € Q,3, les valeurs t. (@)
et t. (p) sont égales si et sculement si p = q et tel que t. (0) vaut 0.

5 Réduction d’automates

5.1 Existence et unicité

L1 29 — Montrer que si deux automates accessibles A ot A’ acceptent le
méme langage, alors on peut construire un automate C et deux morphismes

Y :A—=Cety): A —=C.
(J 30 - Déterminer 'automate C défini A la question 29 pour les automates A,
et Aq (figures 3 et 4) et préciser les applications ' et .

Soit L un langage rationnel et £, Pensemble des antomates (complets déterministes)
accessibles qui acceptent le langage L. On note my, le plus petit nombre d’états d’un
automate de £ .

[1 31 — Montrer que deux automates de Ry, ayant my, états sont nécessaire-
ment isomorphes.

[1 32 — Montrer que, pour tout automate A dans £, il existe un mor-
phisme ¢ : A = M, ot My, est un automate de §;, A my, états.
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5.2 Construction d’un automate réduit par fusion d’états

péfinition :  Soient A = (Qa,74,04, Fa) et A" = (Qu,in, b4, Far) deux automates.

On dit que deux états p et g de Pautomate A ont été fusionnés dans I'automate A’ s7il
e} 1, nt . ,

existe un morphisme d’automates de A vers A tel que p(p) = ¢(g) et si le nombre d’état

satisfait [Qa] < |Qal-
: ot 180 1% _ . ' ]
[1 33 — On considére 'automate Ag de la figure 6. Dessiner un automate AF?J
dans lequel les ctats ()O])Ct P ont été fusionnés. On donnera un morphisme
d’automates Ag — Ag" .

‘ n : -4 3 .. ) :
]34 - prhqu{;:z bricvement. pourquoi il n’est pas possible de construire
un automate A" muni d’un morphisme d’automates ¥ : As — AZT tel

que P(Q) = (L)

[J 35 — Quels états faut-il encore fusionner dans AS"" pour obtenir un
automate a trois états My, qui reconnait le méme langage que Ag 7

[J 36 — Soit A = (Q,,d, F) un automate accessible. On appelle P le graphe
orienté de sommets @ X @ ct, pour toute lettre o € {a,b}, d’arcs allant du
sommet (p,q) € Q x Q vers le sommet (6(p,0),0(q,0)) € Q x Q.

Ecrire en Caml une fonction table_de_predecesseurs de type automate —>
bool array array qui prend en entrée un automate accessible A = (Q, 1,6, F)
4 n 6tats et renvoie en sortic une matrice de taille n x n. Pour tous les ¢tats p
et ¢ de automate A, la valeur de la case (p, g) de la matrice vaut true si et
seulement s'il existe deux états (po, go) € @2 et un chemin du sommet (po, qo)
vers le sommet (p,q) dans le graphe P tel que py € F et go ¢ Foupy ¢ F et
q € F.

On essaicra de ne pas dépasser une complexité en O(n?).

[J 37 — En décrire le principe, le justifier, puis écrire en Caml une fonction
reduit, de type automate —> automate qui prend en entrée un automate A et

renvoie I’automate M, associé au langage L reconnu par A.

[FIN DE L’EPREUVE
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