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Comportement asymptotique de sommes de séries entieres
et application a I'équation d'Airy

Soit pam entier naturel non nul et 7 in nombre réel. On considere la fonction
définie sur C par la séric entiere

Sr,])(z) 2 = (pn)r zII;ﬂ_ !

B e
L’objectif, dans leg parties A ct B du probleme, est d’établir 'équivalence suivante
quand & — 400 -

s

T 9 ¢
Srm(m) i 1 (Hr,pt)h

=00 p

Cet & 5 § ' : : ; -
enoncé cst noté (Hm,). Dans la partic C, on applique ce résultat & I'étude
7 -3 ) . . o 7 . .
asymptotique d’une solution particulicre de 'équation d’Airy.

. e K - . . i
1. Question préliminaire. Justifier que la série enticre Z(pn)

2" a pour
=1 (pn)! .

:
rayon de-convergence +004Qu’en cst-il de la série entiere ZEP_’IZ;’ 27g
a1 (pn)!

A Equivalence entre (H,p) et (H,;) lorsque r > (

On suppose dans cette partie que p=> 2tet 7> (f, et on se propose de montrer

que les énoncés (H,.,) et (H,,;) sont équivalents. Pour tous n € N et 2 € R:, on
pose
n' v
s et
= T

2. Pour z > 0 fixé, étudier le signe de la fonction
Qg 1t € [1,+oo[ = 7" (t — 1) —a.

En déduire que ¢, s’annule en un unique élément de [1, +o00[ que I’on note ,,.

Montrer que la suite finie (un(m))(K <lte] est croissante et que la suite infinie
NS [la

(un(:c)) ] est décroissante, oli |z désigne la partie entiére du nombre
nz|ty

réel .

|
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‘ Ddllima AA2

L’ensembl

e u m . . . 7’ b

Sibesde s tt{ n(‘L). ; n € N} adimet donc un maximum égal a ¢, (z). Dans la

ette partie, ce maximum sera noté M.
3./P & ' imi
Eour’tout a € R, déterminer la limite de o, (2 + o) quand = tend vers +00.
n déduire que ¢, — 2 —r tend vers zéro lorsque © — +00. (On pourra s'aider

de la définition d'une limite.)

lorsque T — +09.

4. Montrer que pour tout entier relatif &, t|zj+1(%)~tz] (z)
e de 400,

n déduire que pour tout n € N et pour tout z au voIsiag
L]
Y wi(r) 2 nU|g) (T)-

i=lz]-n

quand & — +o00. Montrer alors que

M, = o(z"e").

(On pourra d’abord démontrer que, pour assez grand, My = U|z J+,-(a:) pour

un entier i compris entre ] — 1 et [7] +2.)

6. Soit z un nombre complexe tel que |z|=1let z# 1. Pour tout entier naturel

7 non 11111, on pose
n—1

D, = sz.

a—=0

Pour tout nombre réel z > 0, comparer Sy,1(2z) & la somme

ian (un_l (z) — un(:v))

. 4 M,
En déduire que pour tout z au voisinage de 400, S.,.yl(zg;)) < |_11_1_‘ et
-z
conclure que lorsque  — +00, Mo  a =
Sy1(zz) = o(z"e").
7. On pose { = exp (27’;’5) Pour tout réel z, montrer que
p—1
ZST‘J (Cka’) = p Srp(x)
k=0
et en déduire que les énoncés (H)vet (Hr,1) sont équivalents.’
2
Tournez la page S.V.P.
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B Une démonstration probabiliste

On admet dans cette partic quil existe, sur un certam espace I]\)Ir(t)zéll;n}lljg
(2, 4, P), tine famille (Xm)zena de variables aléatoires & valeurs dans e
X suive la loi de Poisson de pdmm(‘rtre xhour tout réel z > 0. On fixe de
données dans Vintégralité de cette partic.

Soit un réel > U. On pose

s

<%

Zy =

i
et on se propose de démontrer que E(Z7) — 1 lorsque z — +00.

@Pour tout réel a > 0, montrer que P(|Xm—m| > ar? 3) — 0 quand z — +00.

(9 Montrer que, pour tout réel & > 1, los variables aléatoires

JLLU = l(Z:c<1—$_1/3) Zi' ct B.’L‘ = 1(|ZI—]|<_7:'1/3) Z':

sont d’espérance finie ot trouver les limites de E(A,) ct de E(B,) lorsque
T — 400,

Soit IV un entier naturel strictement positif.

10. Montrer que pour tout réel 7 > 0, la variable aléatoire

N-1

)/N,a: = 1(1\'1->1‘+T~2/3) H (XT = k,)
k=0

est d’espérance finie et que
.’L'NP(XI >4 2% — N) =E(Yn.).
Déduire alors de la question 8 que E(Yne) = o(zV) quand 2 — +c0.

11. Montrer qu'’il existe des réels ay, . . . yay tels que pour tout réel ¢ > 0,
N
N -l
1()(w>:c+:1:2/ ) ‘Xa; = L Qg Yk,:zz
k=1

et en déduire la limite de E(l( Za> 113 zN ) lorsque @ = +oo0.

7

~— 12. Démontrer que E(l(zx>]+m—l/3) Z;) — 0 quand © = 400. En déduire que
E(Z?Muand z — 400 et conclure a la validité de I’énoncé H,,
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'En combinant les résylt
validité de (H,,)
du sujet, nous

ats des deux parties précédentes, nous concluons 2 la
pour tout entier naturel p > 0 et tout réel r > 0. Dans la suite
aurons besoin du résultat classique suivant, que nous admettrons :

Lemr . N .
(b me de comparaison asymptotique des séries entieres. Soit (an)nen €t
n)nenv deux suites & termes réels. On supposc que :

(i) la série entiere 3 b, 2" a pour rayon de convergence +09;
n
(if) les suites (@p)nen et (bn)nen sont équivalentes;

(iii) il existe un rang ng € N tel que pour tout n 2 ng, on a by > 0.

Alors la série entitre Ya, 2" a pour rayon de convergence +00 et
n

o0 +00

N\ n i

) apx"  ~ E bpz”.
=00

n=0 n=0

Soit un entier naturel p > 0 et un nombre réel 7.

13. En remarquant que pour tout réel z > 0,

p+oo (p(n+ 1))T np
Srn@) =" X, Gpmr N *

déduire du lemme de comparaison asymptotique des séries entieres que

Spp(®) ~ 2 Srpp(2).

T—+00

En déduire que (H,,) implique (H;—p;) et conclure 3 la validité de (Hrp)-

C Application A ’équation d’Airy
I’équation différentielle d’Airy (Ai) est définic par
2"(t) = ta(t). (Ai)

14. Question préliminaire. Soit un réel © > 0. Pour tout entier n > 0, on pose
v, = 0 Ink+zlnn— i, In(z + k). Etablir la convergence de la série
5™ (vn — Un_1), t en déduire 'existence d’un véel ['(z) > 0 vérifiant la formule

d’Euler :

n n® n!

H('L + ,\:) 'n~;\-‘|/-oo —F—'

k=0 () .

15. Justifier qu'il existe une unique solution f de (Ai) sur R vérifiant f (0) =1
et f'(0) =0. ‘
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. . . =
16. Expliciter une suite (@n)nen telle que pout tout réel ¢, f(t) = Z ag ™.

n=0
17. Démontrer que a 3 i 16 ) (2
3~ ——"—— Dpuis que as,~n —= | = lorsque
togn (n!)? : 155 Gan © \3/ (2n)! 1

n — 400.

18. cduire g ) : N : 2
8. En déduire une constante C, que Pon exprimera a Paide de T'(3), telle que

2 oy
ft) ~ ¢\ oxp(gl,"/‘z).

=400

FIN DU PROBLEME

(2]
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